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Kapitel 1

Einleitung

Zu Beginn dieses Jahrhunderts schien es, als sei die Physik zu einem
Endpunkt gelangt. Der heute als klassische Mechanik bezeichnete Zweig
der Physik war mit den Formalismen von Lagrange, Hamilton und Jacobi
zu einer in sich geschlossenen Theorie herangereift, die im Prinzip die
Behandlung jedes mechanischen Systems ermdoglichte.

Mittlerweile wissen wir, daft die klassische Mechanik nur eine N&-
herung der tatsédchlich in der Natur ablaufenden Vorgénge liefert. Un-
sere Welt gehorcht vielmehr — nach aktuellem Stand der Erkenntnis —
den Gesetzen der Quantenmechanik. Trotzdem liefert die klassische Me-
chanik in den meisten Féllen eine erstaunlich genaue Beschreibung der
Wirklichkeit. Dies liegt daran, daf die Quantenmechanik das Plancksche
Wirkungs- oder Drehimpulsquantum 7 als Parameter enthdlt und dafs
der numerische Wert dieses Parameters, gemessen an den Mafstdben
unserer Alltagserfahrung, iiberaus klein ist.

Phénomene, bei denen der Drehimpuls von der Grofenordnung A ist,
miissen quantenmechanisch behandelt werden, wiahrend Systeme, deren
Drehimpuls groft verglichen mit 7 ist, durch die wesentlich einfacheren
Gesetze der klassischen Mechanik beschrieben werden kénnen. Man sagt,
die klassische Mechanik sei als der Grenzfall i — 0 in der Quantenme-
chanik enthalten.

In der Pionierzeit der Quantenmechanik wurde vielfach versucht, die-
se aus der klassischen Mechanik durch zusétzliche Postulate zu gewinnen
[1]. Ein Beispiel hierfiir ist das Bohrsche Postulat der Drehimpulsquan-
telung, das die aus der modernen Quantenmechanik bekannte Struktur
des Spektrums der Drehimpulsoperatoren qualitativ richtig widerspie-
gelt. Man erhélt auch eine verniinftige Naherung an eine quantenmecha-



nische Wellenfunktion, wenn man eine Wahrscheinlichkeitswelle mit der
klassischen Wirkung als Phase entlang einer klassischen Bahn lokalisiert
(siche zum Beispiel [2], Kapitel VII). Dies sind semiklassische Quanti-
sierungsregeln, die motivieren, dafl die klassische Mechanik tatséchlich
als Grenzfall h — 0 aus der Quantenmechanik hervorgeht.

In den letzten Jahrzehnten stellte sich heraus, daf der Grenziiber-
gang h — 0 nicht so unproblematisch vonstatten geht, wie man lange
Zeit gehofft hatte. Insbesondere gibt es klassische Systeme, deren Eigen-
schaften denen eines beliebigen Quantensystems krass zu widersprechen
scheinen: chaotische Systeme.

Chaotische Systeme wurden erstmalig gegen Ende des letzten Jahr-
hunderts von Poincaré identifiziert (siehe zum Beispiel [3]). Sie zeichnen
sich dadurch aus, daf kleine Abweichungen in den Anfangsbedingun-
gen exponentiell anwachsen und auf diese Weise langfristige Vorhersa-
gen unmoglich machen. Wahrend in reguldren Systemen kontinuierliche
Scharen periodischer Bahnen existieren, treten periodische Bahnen in
chaotischen Systemen hochstens isoliert auf. Die oben angesprochenen
semiklassischen Quantisierungsregeln funktionieren nur fiir regulére Sy-
steme und versagen fiir chaotische.

Im Jahre 1970 gelang es Gutzwiller, diesen Mangel zu beheben [4, 5],
indem er die nach ihm benannte Spurformel veroffentlichte: Jede iso-
lierte periodische Bahn leistet einen Beitrag zu der Spur eines iterierten
semiklassischen Propagators; die Kenntnis aller dieser Spuren bedeutet
die Kenntnis des Spektrums des Propagators und somit der gesamten
quantenmechanischen Information. Die konkrete Anwendung der Gutz-
willerschen Spurformel auf ein physikalisches Modell ist bisher allerdings
nur in Ausnahmeféllen gelungen, bei denen die Semiklassik bereits ex-
akt ist. Hierbei handelt es sich um Varianten der ,Katzenabbildung"
(“cat map”) [6] sowie um Billards auf Flachen mit konstanter negativer
Kriimmung [7].

Ein wesentliches Hindernis bei der Anwendung der Gutzwillerschen
Spurformel ist die exponentielle Proliferation der periodischen Bahnen:
mit der Periodenlédnge wachst die Zahl der periodischen Bahnen minde-
stens exponentiell an. Hierdurch wird bereits in Frage gestellt, ob eine
unendliche Summe iiber alle diese Bahnen {iberhaupt noch konvergie-
ren kann. Aber selbst wenn es — wie in manchen Systemen der Fall —
gelingt, Konvergenz durch Resummationstechniken aufrechtzuerhalten,
sieht man sich immer noch dem Problem gegeniiber, geniigend Bahnen
zu finden.

Dariiberhinaus gibt es starke Hinweise darauf, daft die in den klas-
sischen periodischen Bahnen enthaltene Information gar nicht ausreicht



und es notwendig ist, zusétzliche Beitrige sogenannter Geisterbahnen
[8] sowie kollektive Beitrige periodischer Bahnen in der Spurformel zu
berticksichtigen. (Geisterbahnen werden in dieser Arbeit ab Kapitel 3
behandelt; kollektive Beitrdge sind Gegenstand aktueller Forschung von
H. Schomerus und M. Sieber [9].)

In dieser Arbeit sollen alternative Moglichkeiten untersucht werden,
den semiklassischen Limes in einem Quantensystem auszufiihren, des-
sen klassisches Gegenstiick chaotisch ist. Das behandelte Modell ist der
gekickte Kreisel, der in Kapitel 2 vorgestellt wird.

In Kapitel 3 wird gezeigt, wie sich im Grenzfall i — 0 klassische
Eigenschaften in der Quantenmechanik des Systems, beschrieben durch
die Wignersche d-Funktion, wiederfinden lassen.

Kapitel 4 zeigt, wie eine spezielle Klasse von Zusténden, kohdren-
te Zustinde, eingesetzt werden kénnen, um im Grenzfall i — 0 klassi-
sche Grofen in der Quantenmechanik wiederzufinden und umgekehrt ein
vollsténdiges semiklassisches Spektrum aus der Kenntnis endlich vieler
Geisterbahnen zu extrahieren.

In Kapitel 5 wird ein Ansatz zu einer Verallgemeinerung der kohéren-
ten Zustdnde auf allgemeinere Wellenpakete vorgestellt. Es wird gezeigt,
wie sich mit Hilfe dieser Wellenpakete eine semiklassische Naherung fiir
den reguldren Anteil des Spektrums gewinnen laft, und schlieflich wird
diese Methode auf das Phdnomen des dynamischen Tunnelns angewandt.



Kapitel 2

Der gekickte Kreisel

In diesem Kapitel wird das Modellsystem des gekickten Kreisels vor-
gestellt. Klassische und quantenmechanische Eigenschaften des Systems
werden aufgelistet, wobei quantenmechanische Rechentechniken bis zum
néachsten Kapitel zuriickgestellt werden.

2.1 Stroboskopische Abbildung

Mit ,,gekickter Kreisel” [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] wird eine Klasse von Sy-
stemen bezeichnet, deren Zustandsvariable ein dreidimensionaler Dreh-
impulsvektor (bzw. Drehimpulsvektoroperator im quantenmechanischen
Fall) ist, der zeitlich periodisch rdumlichen Drehungen unterworfen wird.

In dieser Arbeit werden zwei Arten von rdumlicher Drehung betrach-
tet:

1. Drehung um einen festen Winkel (im folgenden: Rotation) und

2. Drehung proportional zu einer Komponente des Vektors (im fol-
genden: Torsion).

Die innerhalb einer Zeitperiode ausgefiihrten Rotationen und Torsio-
nen definieren eine Abbildung, die das System um eine Zeitperiode pro-
pagieren laft. Dies ist die stroboskopische Abbildung, die die komplette
Information iiber die Dynamik des Systems enthélt.

Ein einfaches Beispiel fiir einen gekickten Kreisel ist die folgende
Abbildungsvorschrift:

1. Rotation um den Winkel 8 = 7/2 um die y-Achse,



2. Torsion proportional zu einer Kickstarke k um die z-Achse.

Wenn Jmn), Jyn), z(n) die Komponenten eines klassischen Drehimpulses
zum Zeitpunkt n bezeichnen (n ist eine ganze Zahl; die Periodendauer
wird der Einfachheit halber gleich 1 gesetzt), so lauten die Komponenten
zum Zeitpunkt n + 1:

JOHD = cos(kJ) 4 I sin(kJM),
Jy(n+1) = —JMsin(kJM™) + Jy(") cos(kJ{M), (2.1)
JD = g,

Dieser spezielle gekickte Kreisel ist bereits Gegenstand intensiver
klassischer und quantenmechanischer Untersuchungen gewesen [8, 14, 15]
und wird auch in Kapitel 4 dieser Arbeit eine besondere Rolle spielen.

Die Bezeichnung ,Kreisel“ ist hier lediglich als Metapher fiir die Dy-
namik eines Drehimpulsvektors zu verstehen, der in einem homogenen
Kraftfeld prazidiert und darf nicht tiberinterpretiert werden. Man kann
sich beispielsweise die Prizession eines magnetischen Moments (Spin) in
einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld vorstellen. Keineswegs hinge-
gen trifft die Vorstellung einer rotierenden Masse zu, die den Drehimpuls
erzeugt. (Der Vollstdndigkeit halber wird in Anhang A vorgefiihrt, wie
sich der gekickte Kreisel mit Hilfe einer kanonischen Transformation auf
die — kompliziertere — Dynamik eines mechanischen Drehimpulses abbil-
den laft.)

Die Vorstellung einer zeitlich kontinuierlichen Rotation und einer in-
stantanen Torsion ist nicht notwendig; der umgekehrte Fall stellt eine vol-
lig dquivalente Beschreibung dar. In einer experimentellen Realisierung
des gekickten Kreisels wurden zum Beispiel kleine magnetische Kristal-
le mit einer Vorzugsebene leichter Magnetisierbarkeit untersucht [17].
Diese Eigenschaft des Materials sorgte fiir eine kontinuierliche Torsion,
wahrend ein &dufleres, zeitlich periodisches Magnetfeld den Rotations-
anteil hervorrief (nicht instantan, sondern sinusformig moduliert, was
jedoch keinen wesentlichen Unterschied fiir das prinzipielle Verhalten
ausmacht).

Aufgrund der Konstruktion der Dynamik aus rdumlichen Drehungen
ist die Lénge J des Drehimpulsvektor eine Konstante der Bewegung. Die
durch zwei Winkel beschreibbare Richtung des Drehimpulsvektors im
Raum legt somit den Zustand des Systems vollstandig fest; der Phasen-
raum ist effektiv zweidimensional und entspricht topologisch der Ober-
flache einer Kugel.



Uber die Kickstéirke k kann der nichtlineare Anteil der stroboskopi-
schen Abbildung kontrolliert und somit ein Ubergang zwischen klassisch
reguldrem und chaotischen Verhalten studiert werden. Fiir k& <2 ist das
System nahezu integrabel, fiir k26 vom Chaos dominiert, dazwischen
liegt ein gemischtes Regime vor, bei dem es von den Anfangsbedingungen
abhéingt, ob sich das System regulér oder chaotisch verhalten wird.

Um diesen Ubergang zu beobachten, ist es niitzlich, die stroboskopi-
sche Abbildung iterativ auf einen Satz von Anfangsbedingungen anzu-
wenden und die erhaltenen Punkte im Phasenraum graphisch darzustel-
len. Die auf diese Weise entstandene Phasenraumportraits des gekickten
Kreisels fiir verschiedene Kickparameter k sind in Abb. 2.1 und 2.2 dar-
gestellt. Die Anfangsbedingungen wurden mit Hilfe eines Zufallsgenera-
tors gewéahlt. (Diese zuféllige Wahl wird uns im néichsten Abschnitt eine
bessere Interpretation der erhaltenen Grafiken ermdoglichen, als es eine
regelméfige Verteilung von Anfangspunkten leisten konnte.)

Der Phasenraum des gekickten Kreisels ist infolge der konstanten
Lénge J des Drehimpulsvektors die Oberflache einer Kugel; gezeigt wer-
den die beiden Halbkugeln J, < 0 und J, > 0 in senkrechter Projektion.
Eine hohe Symmetrie der Phasenraumportraits ist unverkennbar: Das
Bild jeder Halbkugel scheint um seinen Mittelpunkt punktsymmetrisch
zu sein, und die Bilder beider Halbkugeln sind einander sehr dhnlich. Bei
genauerer Betrachtung erkennt man — besonders gut fiir k = 3 — feine
Unterschiede, die im néchsten Abschnitt in einer anderen Koordinaten-
darstellung ndher diskutiert werden sollen.

Die Phasenraumportraits werden auch als Poincaré-Schnitte bezeich-
net. Die Bezeichnung ,Schnitt* riihrt daher, daf ein Poincaré-Schnitt
urspriinglich als Schnitt im Phasenraum eines autonomen Systems defi-
niert wurde; eine Trajektorie hinterldfst in diesem Schnitt einen Punkt,
wenn sie die Schnitt-Hyperfliche mit einer vorgegebenen Orientierung
(z. B. mit positivem Skalarprodukt mit der Flachennormalen) schneidet.
Den vorliegenden Fall eines zeitlich periodischen Systems fiihrt man auf
den autonomen Fall zuriick, indem man die Zeit als zusétzliche, zykli-
sche Ortskoordinate mit der Energie als konjugiertem Impuls einfiihrt
[18, 19]. Der Schnitt in diesem erweiterten Phasenraum markiert gerade
einen Zeitpunkt innerhalb einer Periode.

Die beschriebene Konstruktion erlaubt es uns, Séitze wie z.B. das
Kol'mogorov-Arnol’d-Moser-Theorem (KAM-Theorem), die urspriing-
lich fiir den autonomen Fall formuliert wurden, auf die vorliegende Si-
tutation anzuwenden.

In den Poincaré-Schnitten fallen mehrere Bereiche auf, in denen Scha-
ren geschlossener Kurven zu sehen sind. Dies sind Bereiche reguldren



Abbildung 2.1: Phasenraumportraits des gekickten Kreisels in kartesischen Ko-
ordinaten fiir kK = 1 und k = 2. Fiir kK = 1 ist das System in guter Naherung re-
guldr oder auch integrabel. Der Phasenraum wird dominiert von Kol’mogorov-
Arnol’d-Moser-Tort (KAM-Tori). Wir erkennen einen elliptischen und einen
hyperbolischen Periode-4-Orbit in der Mitte (J, = J, = 0). Chaotische Be-
reiche in der N&he des hyperbolischen Orbits sind zu klein, um sichtbar zu
werden.

Fiir k = 2 ist der Phasenraum immer noch von KAM-Tori dominiert, es treten
aber vereinzelt chaotische Bereiche in Erscheinung. Dies wird als der nahezu
integrable Fall bezeichnet.
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Abbildung 2.2: Phasenraumportraits des gekickten Kreisels in kartesischen Ko-
ordinaten fiir k = 3 und k = 8. Der Fall k = 3 ist ein Beispiel fiir das gemischte
Regime, in dem mehrere grofte Stabilitétsinseln in einem ansonsten chaoti-
schen Phasenraum existieren. Man beachte, daff die im Bild unteren Inseln
(ein Periode-2-Orbit) zueinander perfekt symmetrisch erscheinen, die oberen
(zwei Fixpunkte) jedoch nur in bezug auf ihre Form. Die beiden mittleren
Inseln gehdren zusammen mit zwei weiteren Inseln auf dem Aquator (kaum
erkennbar) zu einem Periode-4-Orbit.

Fiir £ = 8 sind die Bereiche regularer Dynamik vernachlissigbar klein; wir
bezeichnen dies als das vollstindig chaotische Regime.
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klassischen Verhaltens, die im folgenden als Stabilitdtsinseln bezeichnet
werden. Die Kurvenscharen kommen durch das Vorhandensein einer lo-
kalen Erhaltungsgrofe der Bewegung zustande: Ein Wert dieser lokalen
Konstanten der Bewegung definiert einen KAM-Torus, den ein klassi-
sches Teilchen nicht verlassen oder iiberqueren kann. Ein auf dem Torus
gestartetes Teilchen wird diesen im Zuge seiner Zeitentwicklung komplett
fiillen; im Poincaré-Schnitt erscheint uns der KAM-Torus als geschlosse-
ne Kurve. KAM-Tori liegen innerhalb der Stabilitdtsinseln dicht, so dafs
jede innerhalb einer Insel gestartete Trajektorie eine solche geschlossene
Kurve erzeugt.

Aufserhalb der Stabilitédtsinseln ist das System chaotisch. Innerhalb
des chaotischen Bereichs gibt es keine Konstanten der Bewegung, die
sich als analytische Funktionen der Zustandsvariablen schreiben liefen.
Fiir den gekickten Kreisel gilt, daf ein im chaotischen Bereich gestartetes
Teilchen im Laufe der Zeit jedem Punkt des chaotischen Bereichs beliebig
nahe kommt. (Dies ist in vielen — nicht in allen — chaotischen Systemen
ebenfalls der Fall.)

Werden zwei Teilchen mit eng benachbarten Anfangsbedingungen im
chaotischen Bereich gestartet, pflanzen sich diese kleinen Abweichun-
gen exponentiell anwachsend fort (siehe Abb. 2.3), so daff nach wenigen
Iterationen (35 in Abb. 2.3) die Information {iber den Anfangszustand
vollsténdig verlorengegangen ist. Der Exponent, mit dem das Wachstum
stattfindet, heiltt Lyapunov-Exponent.

Die empfindliche Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen wird
auch offensichtlich, wenn man beispielsweise die y-Komponente des Dreh-
impulses nach n Iterationen als Funktion der anfinglichen y-Komponente
auftriagt (Abb. 2.4). Der Funktionsgraph dhnelt fiir grofe n einem Frak-
tal, auch wenn die Funktion fiir endliches n immer stetig bleiben muf.
Echte Fraktale findet man in Situationen, in denen auch unendlich lan-
ge Zeiten eine Rolle spielen, beispielsweise in chaotischen (irreguldiren)
Streusystemen [20, 21], bei denen die Verweilzeit im Streuzentrum di-
vergieren kann.

2.2 Koordinatensysteme auf der
Kugeloberflache

Die kartesischen Komponenten J,, Jy, J. des Drehimpulsvektors eignen

sich hervorragend zur Beschreibung und numerischen Handhabung der

klassischen stroboskopischen Abbildung, da in dieser Darstellung kei-
nerlei Koordinatensingularitat auftritt. Fiir die analytische Handhabung

12
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Abbildung 2.3: Exponentielles Anwachsen von Abweichungen in den Anfangs-
bedingungen. Fiir k = 8 wurden zwei Trajektorien mit nahezu identischen
Anfangsbedingungen AJ = |f2—f1| = 10720 gestartet. Nach etwa n = 35 Zeit-
schritten ist dieser Fehler bis zur Gréfenordnung des maximal moglichen Feh-
lers von 2 angewachsen. (Man beachte die logarithmische Skala der y-Achse.)
In diesem Sinne ist die Information iiber die Anfangsbedingungen vollig ver-
lorengegangen.

Abbildung 2.4: Empfindliche Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen. Ob-
wohl die Drehimpulskomponenten als Funktion der Anfangsbedingungen nach
endlicher Zeit n stetig sein miissen, erinnert der Funktionsgraph von Jy(n =
10) an ein Fraktal.
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von Begriffen wie der Wirkung sowie zur quantenmechanischen Formu-
lierung ist es hingegen oft sinnvoller, zu Polarkoordinaten bzw. zur ste-
reographischen Projektion iiberzugehen.

Durch Einfiihren von Polarkoordinaten ¢, 0,

J, = Jsin#cosy,
Jy = Jsinfsing, (2.2)
J, = Jcosh

koénnen wir die Kugeloberfldche auf das Rechteck 0 < o < 27,0 <0 <7
mit in ¢ periodischen Randbedingungen abbilden. Diese Abbildungsvor-
schrift ist die von Weltkarten her bekannte Mercator-Abbildung.

Die Abbildungen 2.5 und 2.6 zeigen dieselben Poincaré-Szenarien wie
Abb. 2.1 und 2.2, nur diesmal in Mercator-Darstellung. Wie dort, sind
auch hier einige Symmetrien erkennbar. Um das Verstédndnis der klas-
sischen Eigenschaften des gekickten Kreisels zu erweitern, werden diese
Symmetrien im folgenden fiir den Fall k£ = 3 n&her diskutiert.

Wie bereits im letzten Abschnitt erwéhnt, wurden die Anfangsbedin-
gungen zufillig anstatt regelméfig ausgewéhlt. In den Bildern erkennba-
re Regelméfigkeiten sind daher kein numerisches Artefakt, sondern sie
miissen einen physikalischen Ursprung haben.

In der linken und rechten Hilfte erkennen wir jeweils zwei Stabili-
tatsinseln mit geschlossenen Strukturen, den KAM-Tori. Alle vier Inseln
haben dieselbe Form, was auf zwei Systemsymmetrien schliefsen 1&t, die
im folgenden ndher betrachtet werden sollen.

Die beiden linken Inseln sind zueinander perfekt punktsymmetrisch,
d. h., nicht nur ihre duflere Form, sondern auch die in ihnen enthalte-
nen KAM-Tori geniigen der Symmetrie. Bei zufiillig ausgewdhlten An-
fangsbedingungen kann dies nur dann der Fall sein, wenn zueinander
symmetrische Strukturen in beiden Inseln zu nur einer Trajektorie ei-
nes Teilchens gehoren, das demnach also zwischen beiden Inseln hin-
und herspringt. Da keine weiteren Inseln mit derselben Struktur exi-
stieren, konnen wir hiermit dieses Paar von Inseln als zu einer stabilen
periodischen Bahn der Lénge 2 (Periode-2-Orbit) gehorig identifizieren.
(Instabile periodische Bahnen sind in Poincaré-Schnitten nicht sichtbar.)
Wenn man dariiberhinaus das Bild wéhrend seiner Entstehung beobach-
tet, sieht man die Strukturen in diesen beiden Inseln stets gleichzeitig
entstehen, was die Interpretation denkbar eindeutig macht.

Die Strukturen innerhalb der beiden rechten Inseln sind nicht zu-
einander symmetrisch. Diese Inseln sind demnach klassisch voneinander
getrennt und gehéren zu voneinander unabhéngigen, aber zueinander
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Abbildung 2.5: Phasenraumportrait des gekickten Kreisels in Polarkoordinaten
fir k = 1 und k£ = 2. Fir k£ = 1 sind die winzigen Bereiche chaotischen
Verhaltens in dieser Mercator-Darstellung deutlicher zu erkennen als in der
Draufsicht (Abb. 2.1).

Fiir kK = 2 lassen die Strukturen zwei elliptische Fixpunkte erkennen, die von
jeweils zwei elliptischen und zwei hyperbolischen Periode-3-Orbits begleitet
werden.

15
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Abbildung 2.6: Phasenraumportrait des gekickten Kreisels in Polarkoordinaten
fir K = 3 und k = 8. Fiir k = 3 sehen wir auf der linken Seite einen elliptischen
Periode-2-Orbit, auf der rechten hingegen zwei getrennte Fixpunkte, zu erken-
nen an den unterschiedlichen Strukturen im Inneren der Stabilitéatsinseln. Die
— scheinbar sieben, in Wirklichkeit vier — Inseln am Aquator (6 = 0) und den
Polen (# = 0 bzw. 7) gehdren zu einem Periode-4-Orbit. Weitere periodische
Bahnen — insbesondere die hyperbolischen — sind nicht erkennbar.

Fiir k = 8 ist das System vollstandig chaotisch. (Bei genauem Hinsehen lassen
sich vier winzige Inseln eines Periode-4-Orbits erkennen.)
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symmetrischen stabilen Fixpunkten (periodischen Bahnen der Lénge 1).
Die Symmetrie rithrt daher, dafs die Achsen fiir die Rotation und die
Torsion aufeinander senkrecht stehen; sie verschwindet, sobald man die
Torsion mit einer zusétzlichen linearen Drehung um die z-Achse verbin-
det und damit die Rotation effektiv um eine schrige Achse ausfiihrt.

Eine weitere Symmetrie verbindet den Periode-2-Orbit mit den bei-
den Fixpunkten. Bei Rotation um den Winkel 7 um die z-Achse — in
Abb. 2.6 dufiert sie sich als Translation um den Betrag m entlang der
-Achse — werden der Periode-2-Orbit und die Fixpunkte aufeinander
abgebildet. Diese Symmetrie ist damit verbunden, dafs der Drehwinkel
um die y-Achse gerade 7/2 betréigt: In diesem Spezialfall existiert fiir jede
periodische Bahn der Abbildung eine weitere periodische Bahn doppelter
Lénge auf der bzgl. der z-Achse ,anderen Seite* der Phasenraumkugel.

Desweiteren fillt eine Struktur am Aquator 6 = 7/2 bzw. z = 0 auf,
die in der Parallelprojektion, Abb. 2.2, nicht sichtbar war. Diese zwei
Inseln (man beachte die Periodizitét in ¢) gehdren zusammen mit den an
den beiden Polen z = +1 gelegenen Inseln zu einer stabilen periodischen
Bahn der Léange 4.

Wenn man das Phasenraumportrait in Gedanken schert, so dafs die
beiden Inseln des Periode-2-Orbits senkrecht iibereinander liegen, wird
jede Insel in sich achsensymmetrisch beziiglich einer in Abb. 2.6 vertika-
len Achse; die Kugel wird symmetrisch bzgl. der y-z-Ebene. Dies ist eine
Auswirkung der Zeitumkehrinvarianz des Systems: Wenn wir die Dyna-
mik riickwérts laufen lassen, erhalten wir das urspriingliche System mit
negativen Drehwinkeln, indem wir Rotation und Torsion vertauschen
und somit den Zeitpunkt des Beginns einer Periode verschieben. Zeit-
umkehrinvarianz wird beispielsweise gebrochen, wenn man eine dritte
Rotation um die z-Achse einfiihrt, da es bei drei nicht-kommutierenden
Drehungen sehr wohl auf die Reihenfolge ankommt.

Eine weitere gebriduchliche Beschreibung von Punkten auf einer Ku-
geloberflache ist die stereographische Projektion, die insbesondere in Ka-
pitel 4 eine wesentliche Rolle spielen wird.

Die stereographische Projektion der Kugel auf eine Ebene erlaubt
es, jeden Punkt des Phasenraums durch eine einzige komplexe Zahl ~
darzustellen,

Iz 41, ; 9
=137 JZU =e'Ptan 3. (2.3)
Bei dieser Abbildungsvorschrift wird jeder Punkt der Kugeloberflache
vom Punkt z = 0,y = 0,z = —1 aus auf die Ebene z = 1 projiziert.

Die Ebene beriihrt die Kugel in ihrem Nullpunkt im Punkt x = 0,
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Abbildung 2.7: Stereographische Projektion. Jeder Punkt der Kugeloberfldche
wird vom Projektionszentrum x = 0,y = 0, z = —1 aus auf eine komplexe Zah-
lenebene projiziert, die die Kugel im Punkt z = 0,y = 0,z = 1 beriihrt. Der
Aquator der Kugel wird auf den komplexen Einheitskreis abgebildet, der Be-
rithrungspunkt auf den Nullpunkt, das Projektionszentrum auf den ,unendlich
fernen Punkt®.

y =0,z = 1 der Kugel; der Aquator der Kugel wird auf den Einheitskreis
in der komplexen Zahlenebene abgebildet, das Projektionszentrum auf
den ,unendlich fernen Punkt“ (siche Abb. 2.7).

In dieser Darstellung erscheinen Rotationen der Kugel als (gebrochen)
lineare Transformationen (auch konforme Abbildungen oder holomorphe
Automorphismen der Riemannschen Zahlenkugel genannt [22]), d. h. als
Transformationen v — I" = f(y) der Gestalt

b
= Z::j:d mit a,b,c,d komplex, ad — bc# 0. (2.4)
Insbesondere entspricht
1+~
F = — 2.
— (25)

einer Vierteldrehung um die y-Achse.

Drehungen — auch Torsionen — um die z-Achse machen sich in einer
Anderung der komplexen Phase bemerkbar, so daf wir die spezielle Ab-
bildungsvorschrift (2.1) in stereographischer Projektion notieren kénnen,

1 *
r— % (zkm> . (2.6)

2.3 Floquet-Operator

Im quantenmechanischen Fall ist der Drehimpulsvektor als Vektorope-
rator zu verstehen, der im Sinne des Heisenbergbildes den momentanen
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Zustand des Systems beschreibt. Das quantenmechanische Analogon der
stroboskopischen Abbildung (2.1) ist der unitére Zeitentwicklungsopera-
tor iiber eine Periode, der Floquet-Operator F'.

Zur Vereinfachung der Notation wéhlen wir /i als Mafeinheit fiir den
Drehimpuls, um mit einem effektiven i g = 1 arbeiten zu kénnen. Das
Quadrat J? des Drehimpulsvektors geniigt dann quantenmechanisch der
Bedingung J2 = j(j + 1).

Der uns in dieser Arbeit besonders interessierende semiklassische
Grenzfall wird normalerweise mit i — 0 notiert. Da wir den Drehimpuls
in Einheiten von % messen, entspricht der semiklassische Grenzfall nun
der Situation j — oo, also Drehimpulsen, denen gegeniiber das Planck-
sche Drehimpulsquantum g = 1 vernachlissigbar klein ist.

Wir kénnen nun den Floquet-Operator fiir das bereits behandelte
Beispiel von jeweils einer einzigen Rotation und einer Torsion in diesen
Einheiten notieren,

P immdE ity (2.7)

Ein Operator der Gestalt exp(—i5J,) bewirkt eine Rotation des Dreh-
impulsvektors um den Winkel § um die y-Achse und wird daher als
Rotationsoperator bezeichnet. Ein Operator der Gestalt exp(fimj 2)
bewirkt eine Torsion um die z-Achse und heifst Torsionsopemtor

Der Nenner 25 + 1 ist die asymptotische Form von 24/j(j +1) im
semiklassischen Grenzfall j > 1. Obwohl der Summand 1 in diesem
Grenzfall zunéchst unwesentlich erscheint, mufs er in der Asymptotik
mit berticksichtigt werden; sein Fehlen wiirde sich quantenmechanisch in
einem semiklassisch nicht erkldrbaren Phasenfaktor bemerkbar machen
(14, 16].

Der unitdre Floquet-Operator enthélt die vollstdndige Information
iiber das System. Seine Eigenfunktionen sind die stationdren Zustén-
de, die sich innerhalb einer Periode nur um einen Phasenfaktor vom
Betrag 1, ihren Eigenwert, dndern. Die komplexen Phasen der Eigen-
werte, die Figenphasen oder auch Quasienergien, bilden zusammen das
Floquet-Spektrum des gekickten Kreisels, das sich bereits seit einiger Zeit
als Musterbeispiel fiir Quantenchaos bewédhrt hat: In der Klasse der
gekickten Kreisel lassen sich Systeme finden, die die Vorhersagen der
Zufallsmatrixtheorie mit phantastischer Genauigkeit erfiillen. Als Bei-
spiel sei hier nur genannt, daft die Verteilungsfunktionen der Néchste-
Nachbar-Absténde von Eigenphasen des gekickten Kreisels sogar den
winzigen Unterschied zwischen der Wigner-Verteilung und den exakten
COE/CUE/CSE-Vorhersagen erkennen lassen [23].
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Die im letzten Abschnitt angesprochenen, in den Poincaré-Schnitten
erkennbaren Symmetrien des Systems haben Konsequenzen fiir das
Floquet-Spektrum. Diese wurden bereits von F. Haake, M. Ku$ und
R. Scharf eingehend untersucht [11, 10, 12|, daher sei an dieser Stelle
nur auf zwei Punkte hingewiesen:

e In Abwesenheit von Zeitumkehrsymmetrie geniigt das
Floquet-Spektrum den statistischen Eigenschaften der CUE-
Universalitétsklasse (circular unitary ensemble) von Zufallsmatri-
zen. Im vorliegenden Fall mit Zeitumkehrsymmetrie hingegen mufs
das System in die COE(circular orthogonal ensemble; ganzzahlige
j) oder CSE-Universalititsklasse (circular symplectic ensemble;
halbzahlige j; wird in dieser Arbeit nicht betrachtet) eingeordnet
werden.

e Die anderen genannten Symmetrien fithren zu Entartungen, denen
zufolge das Floquet-Spektrum in mehrere Teilspektren aufspaltet.
Eine Untersuchung statistischer Eigenschaften erfolgt dann jeweils
nur mit den Teilspektren.

Vor kurzem ist es uns am gekickten Kreisel erstmalig gelungen, ein
vollstdndiges Floquet-Spektrum semiklassisch zu berechnen [15]; die ge-
naue Methode wird in Kapitel 4 vorgestellt und weiterentwickelt werden.
Fiir ein tieferes Versténdnis sowie fiir numerische Berechnungen hat sich
jedoch eine andere Methode als fruchtbarer erwiesen [16], auf die im fol-
genden Kapitel 3 eingegangen wird. Das Prinzip ist bei beiden Methoden
dasselbe: Der Floquet-Operator wird in einer geeigneten Basis darge-
stellt, die Entwicklungskoeffizienten werden unter Zuhilfenahme nicht-
periodischer klassischer Bahnen sowie von Geisterbahnen mit komplexer
Wirkung semiklassisch berechnet; anschlieffend wird das Spektrum durch
numerisches Losen einer Eigenwertgleichung gewonnen.
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Kapitel 3

Semiklassik in der
Asymptotik der
Wignerschen d-Funktion

In diesem Kapitel wird eine quantenmechanische Beschreibung des ge-
kickten Kreisels in der Basis von Drehimpuls-Eigenzustédnden explizit
ausgefiihrt. Dabei tritt die Wignersche d-Funktion in Erscheinung. Die
seit langem bekannte Asymptotik der Wignerschen d-Funktion wird neu
hergeleitet und mit klassischen Bahnen in Verbindung gebracht.

Die Schreibweise |j,m) bezeichnet in dieser Arbeit stets einen ge-
meinsamen Eigenzustand der Drehimpulsoperatoren .J2 und J,,

P ljym) = jG+1)]5m), (3.1)
JZ|j’m> = m|]7m>'
Fiir festes j bilden die 2j + 1 Zusténde |, —j), ..., |4, ) eine Orthonor-

malbasis des n-dimensionalen komplexen Hilbert-Raums des gekickten
Kreisels.
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3.1 Klassische Rotation
als Randwertproblem

Wahrend in der klassischen Mechanik alle drei kartesischen Komponen-
ten eines Drehimpulses und sein Betrag gleichzeitig bestimmt sein kon-
nen, laft die quantenmechanische Unschérfe neben dem Betrag hoch-
stens noch eine Komponente zu. Natiirlich hindert uns niemand daran,
auch in der klassischen Beschreibung zwei Drehimpulskomponenten un-
bestimmt zu lassen und die Gesamtheit aller klassischen Zusténde zum
Drehimpuls der Lénge J = j + % mit z-Komponente m zu betrach-
ten. J = j + % ist hierbei die aysmptotische Form von +/j(j + 1) im
semiklassischen Grenzfall j > h.g = 1. Die Gesamtheit dieser Zustén-
de beschreibt einen Kreis im Phasenraum, also einen Kreis K (j, m) auf
einer Kugeloberfldche, der das klassische Analogon zu einem quanten-
mechanischen Drehimpuls-Eigenzustand |j,m) darstellt.

Unser Ziel ist die Darstellung des Floquet-Operators F' in der Basis
der |j,m)-Zusténde. Ein Matrixelement (j,m’| F'|j,m) bezeichnet die
Ubergangsamplitude vom Zustand |j,m) in den Zustand [j,m'). Das
klassische Analogon ist die Fragestellung nach dem Ubergang von dem
Kreis K(j,m) zu dem Kreis K (j,m’) unter Anwendung der strobosko-
pischen Abbildung (2.1). Die quantenmechanische Phase eines solchen
Matrixelements setzt sich aus den Wirkungen der zum Ubergang beitra-
genden klassischen Bahnen zusammen. Insgesamt fiihrt uns dies auf das
folgende Randwertproblem [16]:

Welche Drehimpulsvektoren des Kreises K (j,m) werden un-
ter der stroboskopischen Abbildung (2.1) auf den Kreis
K(j, m') abgebildet, und welche Wirkung S haben diese klas-
sischen Bahnen?

Abbildung 3.1 zeigt eine graphische Veranschaulichung der Losun-
gen des Randwertproblems. In Hinblick auf eine bessere Sichtbarkeit
des dreidimensionalen Sachverhalts wurden die Kreise auf der Kugelo-
berfliche vom Kugelmittelpunkt ausgehend zu Kegelménteln ergénzt.
(Dieselben Kegelméntel erhélt man auch, wenn man jeden zu einem Zu-
stand gehérenden Drehimpulsvektor durch einen vom Kugelmittelpunkt
ausgehenden Pfeil veranschaulicht.)

Der Anfangszustand ist ein zur z-Achse rotationssymmetrischer Kreis
K(j, m) mit scharfer z-Komponente m des Drehimpulsvektors. Die ge-
wiinschten Endzustédnde liegen auf dem zur 2’-Achse symmetrischen
Kreis K(j,m') auf der Kugeloberfliche, und sie haben eine scharfe
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z'-Komponente m’ des Drehimpulsvektors. Die z’-Achse ist dabei durch
Anwendung der stroboskopischen Abbildung (2.1) aus der z-Achse her-
vorgegangen. Jeder Schnittpunkt beider Kreise stellt eine Losung des
Randwertproblems dar; die offen gelassenen Azimutwinkel ¢ und ¢’ be-
ziiglich der jeweiligen Symmetrieachse konnen aus dem Schnitt abgelesen
werden. Je nach Wahl von m und m’ gibt es (a) zwei, (b) eine doppelte
oder auch (c¢) gar keine reelle Losung fiir den Azimutwinkel ¢ derjeni-
gen Anfangszustinde, die auf den vorgegebenen Endzustand abgebildet
werden.

Lafst man auch komplexe Azimutwinkel ¢ zu, so schneiden sich die
Kreise auch in Situation (c), nur eben fiir rein imaginire Azimutwinkel.
Solche , komplexifizierten Trajektorien” oder Geisterbahnen [8] werden in
den folgenden Abschnitten die semiklassische Basis fiir quantenmecha-
nische Ubergéinge im klassisch verbotenen Bereich liefern.

Fiir einen spéateren Vergleich mit dem quantenmechanischen Matrix-
element soll im folgenden die Wirkung S fiir klassische Trajektorien von
K(j,m) nach K(j,m') berechnet werden.

Da die Torsion um die z-Achse einen zur z-Achse rotationssymmetri-
schen Kreis auf sich selbst abbildet, beschridnken wir uns zunéchst auf
die lineare Rotation um einen allgemeinen Winkel 5 um die y-Achse.

In den in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Polarkoordinaten lautet die Ro-
tationsabbildung:

cosf = cosfcosf — sinfcospsinf,
sinf cos¢’ = cos@sin S + sinf cos ¢ cos G,
sinf'sing’ = sinfsing. (3.3)

Ein Kreis K(j,m) wird durch m = jcosf (¢ beliebig) beschrieben.
Durch Lésen des Randwertproblems werden bis zu zwei klassische Bah-
nen zwischen Anfangs- und Endkreis festgelegt. Die noch fehlenden An-
fangskoordinaten, die Azimutwinkel ¢ dieser Bahnen, lauten

mecos 8 —m’
sin BVJ2 — m?’

und fiir die ¢’-Koordinaten der Endpunkte im gedrehten Koordinaten-
system ergibt sich

(4 = L arccos (3.4)

m — m’ cos 3

sin BVJ2 —m’2 (8:5)

¢, = +arccos
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Abbildung 3.1: Klassische Rotation als Randwertproblem. Fiir jedes Werte-
paar (m,m’) entspricht die Lésung des Randwertproblems dem Schnitt zweier
Kreise K (j,m) und K (j,m') auf der Kugeloberfliiche. (Der besseren Sichtbar-
keit halber wurden die Kreise vom Kugelmittelpunkt ausgehend zu Kegelméan-
teln ergénzt.) Es gibt drei typische Situationen mit (a) zwei, (b) einer dop-
pelten oder (c) gar keiner reellen Loésung. In Situation (a) heifit der Ubergang
von m zu m’ klassisch erlaubt, in (c) klassisch verboten.
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Klassisch erlaubte Ubergiinge liegen vor, wenn die Argumente des Ar-
cuscosinus im Intervall [—1, 1] liegen. Dies ist genau dann der Fall, wenn

J?sin? B —m? —m/? + 2mm/ cos B > 0 (3.6)

ist. Diese Ungleichung beschreibt in der m-m’-Ebene das Gebiet einer
Ellipse; im Spezialfall 8 = 7/2 wird die Ellipse zu einem Kreis.

Die Rotation ist eine kanonische Transformation und hat als solche ei-
ne erzeugende Funktion Sy, gleichbedeutend einer reduzierten Wirkung,
die von den zu ¢ und ¢’ konjugierten Variablen m und m’ abhéngt:

mcos 3 —m/
sin By J2 — m?2
! m — m’ cos 3
— 7 arccosm
m'm — J? cos 8
\/(Jz _ m/2)(J2 _ m2).

So(m',m) = ™ arccos

+ arccos (3.7

Durch Ableiten nach m und m’ priifen wir leicht nach, dal Sy in der Tat
die Bahn von 6, ¢ nach #', ', erzeugt:

J—aSO — arccos SBE T fom _ (3.8)
om sin SV J2 —m? RS .
05y m —m/ cos 3

fJam/ = arccos m = . (3.9)

Die erzeugende Funktion fiir die Bahn von 6, ¢_ nach ', ¢’ ist durch
—So gegeben.

Der Torsionsanteil der stroboskopischen Abbildung beeinflufft nur

den Azimutwinkel ¢,
k, !/
o= + 7 . (3.10)

so dafs wir die Torsion als zusétzlichen Summanden in der Wirkung be-
riicksichtigen koénnen,

k ml2

1
2 g

Si(m',m) = So(m’,m) — (3.11)

Im folgenden Abschnitt wird das quantenmechanische Analogon der
Betrachtungen zur Rotation, Matrixelemente des Floquet-Operators in
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der |j, m)-Basis, beschrieben. Obwohl zunéchst keine Ansatzpunkte zu
einer Verbindung klassischer und quantenmechanischer Grofen offen-
sichtlich werden, wird uns im iibernédchsten Abschnitt eine semiklassische
Né&herung wieder auf die Wirkung Sy der Rotation fithren.

3.2 Die Wignersche d-Funktion

In der |j,m)-Basis von .J,-Eigenzustdnden ist der Torsionsanteil
exp(—ikJ2/(2j + 1)) des Floquet-Operators (2.7) eine Diagonalmatrix.
Der Rotationsanteil exp(—i8J,) hingegen wird durch eine vollbesetzte
reelle Matrix )

G| "By |jmy = di,(8) (3.12)

beschrieben; dzn,_m (8) heilt Wignersche d-Funktion. (Oft wird dfn, mB)
auch kurz als Wigner-Funktion bezeichnet, was aber zu Verwechse-
lungsgefahr mit der ebenfalls als Wigner-Funktion bezeichneten Wig-
nerschen Quasiwahrscheinlichkeitsdichte eines quantenmechanischen Zu-
standes im Phasenraum fiihrt.)

Von der Wignerschen d-Funktion sind einige Eigenschaften bekannt

[24]. Fiir uns wichtig sind die speziellen Werte

@, ,(8) = (tan §)' " (cos )4/ (,#) (3.13)

Jj—m
und unter diesen insbesondere
d;’j(ﬁ) = (cosg
&8 = (sing), (3.15)

—3,J

), (3.14)

die Symmetrieeigenschaften

dm(B) = ()T, L (B)

&, (B)

(—)™mdl, L (—B)

_ (,1)jfmdﬂ_m,7m(7rfﬁ) (3.16)

und schlieflich die Rekursionsformeln
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m — m/' cos 3

sin 3 dﬁn/’m(ﬁ)
= fEN) Dy (B)+ FE) A (B), (3.17)
mcosfS—m’
W dﬁn/,m(ﬁ)
= fEm)d, . (B)+ fF(Fm)d, (3.18)
mit
fm) = L/(G+m)(j —m+1). (3.19)

Alle diese Eigenschaften lassen sich auf entsprechende Eigenschaften von
Jy zuriickfiihren, wenn man J, durch die Leiteroperatoren J1 = J, +iJ,
mit den Eigenschaften

Jiljm)=+/(GFm)(jEm+1)[j,m=E1) (3.20)

ausdriickt.

Die Ausnutzung der Eigenschaften (3.15)-(3.18) erlaubt eine effek-
tive und genaue numerische Berechnung von d? () und damit auch
des Floquet-Operators des gekickten Kreisels. Abbildung 3.2 zeigt die
Absolutbetriage der Matrixelemente in Abhéngigkeit von m und m/’ fiir
j =50 — also eine 101 x 101-Matrix — und 8 = 7/2 bzw. 8 = 1.

Obwohl wir bisher rein quantenmechanisch gerechnet haben, spie-
geln sich bereits klassische Gesetzméafbigkeiten in der Matrix wider. Man
erkennt deutlich einen elliptischen Bereich, in dem die Matrixelemen-
te — insbesondere am Rand — am grofiten sind und in Abhéngigkeit
von m und m' oszillieren. Dies ist der durch (3.6) gegebene Bereich
klassisch erlaubter Uberginge zwischen dem Kreis der Anfangszustinde
mit Drehimpuls-z-Komponente m zum Kreis der Endzustdnde mit z’-
Komponente m’. AuRerhalb des klassisch erlaubten Bereichs fallen die
Matrixelemente zum Rand hin exponentiell ab. Die den drei Szenarien
aus Abb. 3.1 entsprechenden Punkte fiir § = 7/2 sind innerhalb der
Matrix eingezeichnet.

Es ist wichtig, wéahrend der Anwendung der Rekursionsfor-
meln (3.17), (3.18) darauf zu achten, von dem richtigen Startpunkt aus-
zugehen, um sich auf einem stabilen Zweig zu befinden; befindet man sich
auf einem instabilen Zweig, so wachsen numerische Fehler exponentiell
an und verfalschen bei grofseren j die ansonsten exakten Matrixelemen-
te. Der Wechsel vom abfallenden zum anwachsenden Zweig vollzieht sich
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Abbildung 3.2: Matrix des Floquet-Operators. Die Absolutbetrége der Matrix-
elemente (m'|F|m) fiir j = 50 sind durch Grauschattierung dargestellt; dunkle
Punkte entsprechen betragsméfiig grofien Matrixelementen. Man erkennt den
elliptischen Bereich klassisch erlaubter Uberginge. Innerhalb dieses Bereichs
oszillieren die Matrixelemente mit m und m’; aukerhalb fallen sie zum Rand
hin exponentiell ab.

Fiir 8 = 7/2 ist die Ellipse ein Kreis. Die eingezeichneten Punkte a, b und ¢
entsprechen qualitativ den Szenarien (a), (b) und (c) aus Abb. 3.1.

Fir 8 = 1 sind die ,Einzugsbereiche” der vier Startpunkte dij, +;(B) durch
Linien m’ = —m cos 8 und m’ cos 8 = —m gekennzeichnet. Bei der Anwendung
der Rekursionsformeln (3.17), (3.18) fithrt ein Uberschreiten dieser Linien zu
exponentiell anwachsenden Fehlern.
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bei m' + mcos B = 0 und bei m’ cos S +m = 0. In Abb. 3.2 sind diese
Grenzen der Einzugsbereiche der vier Startpunkte fiir 8 = 1 durch Linien
gekennzeichnet, die wahrend der Rekursion nicht iiberschritten werden
diirfen.

Multiplikation der auf diese Weise erhaltenen Matrix mit der Dia-
gonalmatrix des Torsionsanteils exp(—i#]z) liefert den kompletten
Floquet-Operator als komplexe, unitére (25 + 1) x (25 + 1)-Matrix, der
die vollsténdige Information iiber das System enthélt. Insbesondere las-
sen sich durch numerisches Diagonalisieren die exakten Eigenphasen er-
mitteln, die zur Kontrolle der Qualitit der in den néchsten Abschnitten
zu diskutierenden semiklassischen Naherungsverfahren benotigt werden.

Die auf diese Weise gewonnenen Eigenphasen stimmen im iibrigen,
wie es sein mufy, mit den auf génzlich anderem Wege von R. Scharf [12]
ermittelten Eigenphasen des gekickten Kreisels iiberein. Ansonsten bleibt
noch zu erwéhnen, daf sich allein aus der Rotationsmatrix d),, . (8)
fiir § = w/2 und Diagonalmatrizen nicht nur der bisher behandelte,
sondern im Prinzip jeder beliebige gekickte Kreisel d.h., jede beliebige
Kombination von Rotations- und Torsionsoperatoren, durch geschickte
Hintereinanderausfiihrung zusammensetzen 1aft.

3.3 WKB-Approximation

In diesem Abschnitt soll ein im semiklassischen Grenzfall j > h.g =
1 ndherungsweise giiltiger geschlossener Ausdruck fiir die Wignersche
d-Funktion hergeleitet werden. Dabei werden wir automatisch auf die
klassische Wirkung Sy, Gleichung (3.7), gefiihrt.

Unter Ausnutzung von f(—m’) = f(m'+ 1) schreiben wir die Rekur-
sionsformel (3.17) in der Gestalt

m —m/ cos 3
sin 3

wobei wir uns auf das obere Vorzeichen beschrinken — das untere er-

halten wir dann durch Anwendung der Symmetrierelationen (3.16). Fiir

j>1und —j < m,m’ < j fassen wir nun m’ als kontinuierliche Varia-

ble, genaugenommen als Ortskoordinate eines Teilchens auf. f ist eine

langsam verdnderliche Funktion von m/, so daff wir f(m’) und f(m’+1)
durch f(m’+ 3) F £ f'(m/ + §) annéhern kdnnen.

Wir driicken nun die Indices m' &1 durch einen Verschiebungsopera-

tor exp(+ mit der Eigenschaft exp(+32)d’,, , = d’ aus. Es

m’,m m’+1,m

&= F, L+ f0 D), (3:21)

3%)
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ergibt sich

/
m—m'cosf3 P N S T T N
751115 d’m,7m ~ f(m —+ 5) (eam/ +e 8m/> dm’,’rn
el el ;
+1f(m+3) (em — e*m) -

= VJ2—m? COSh(aZ’)dﬁn/,m

+———sinh(;2,) &, .. (3.22)

Als néchstes fiihren wir einen zur ,Ortskoordinate m' konjugierten Im-
pulsoperator ¢ = —i% ein, der auf die ,Wellenfunktion* d7,, = wirkt.

Wir erhalten eine Gleichung,

/

(\/ J2 —m/2cosp + %sin@ +m,c.osﬂ> &,
sin ’

J2 _ m/2 1 ﬁ
——
H ¥
~ Mg
sinﬁ dm’,m’ (323)
—— ——
E ¥

deren formale Ahnlichkeit mit einer zeitunabhiingigen Schrédinger-
Gleichung die Vorstellung eines quantenmechanischen Teilchens mit der
Energie £ = m/ sin  motiviert, das durch den Hamilton-Operator

/

ﬁ:\/JQ—m’QcosgﬁJr%sin@er'C?Sﬂ (3.24)
-m

beschrieben wird. Die Dynamik dieses , Teilchens* wollen wir nun semi-
klassisch beschreiben, um die Asymptotik der Wignerschen d-Funktion
flir groke j zu gewinnen.

Zur klassischen Beschreibung fassen wir den Hamilton-Operator
(3.24) als Hamilton-Funktion auf. Bei vorgegebener ,Energie“ EF =
m/sin 8 = H ergibt sich dann — unter Vernachléssigung von sin ¢, wel-
ches einen Vorfaktor der Grofenordnung 1/.J triagt —

m — m’ cos 3
sin BV J2 — m’2’

also gerade der Azimutwinkel (3.5), der sich als Losung des klassi-
schen Randwertproblems ergibt. Diese klassische Bahn fithrt uns iiber
die Methode von Wentzel, Kramers und Brillouin (WKB) (siehe zum

p = arccos (3.25)
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Beispiel [2], §46) zu einer semiklassischen ,Wellenfunktion“, also einer
semiklassischen Naherung fiir die Wignersche d-Funktion.

Bei der WKB-Methode wird, iiblicherweise fiir Hamilton-Operatoren
der Gestalt H = p?/(2m) + V (), der Ansatz ¢(z) = A(z) exp(35(z))
mit reellen Funktionen A(x) und S(z) in die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung Hi = FEt eingesetzt. Unter Vernachlissigung
von Beitragen zweiter Ordnung in 7 stellt sich dann S(x) als der zei-
tunabhéngige (reduzierte) Anteil der klassischen Wirkung heraus. (Der-
selbe Ansatz in die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung eingesetzt lie-
fert bis auf Korrekturen zweiter Ordnung in 7 die volle Wirkungsfunk-
tion fiir S sowie — exakt — eine Kontinuitétsgleichung fiir A.) Von der
WKB-Methode ist bekannt, dafs sie fiir die klassisch erlaubte Situation
E > V(z), aber auch fiir klassisch verbotene Bereiche mit F < V()
gute Ergebnisse liefert und am klassischen Umkehrpunkt E = V(x) di-
vergiert.

Zur Durchfiihrung der Approximation fiir die Wignersche d-Funktion
setzen wir den WKB-Ansatz

w(m') = dl,, , = A(m') 750 (3.26)

mit reellen Funktionen A(m') und S(m’) in die ,,Schrédinger-Gleichung*
(3.23) ein; die Operatoren cos@ = cos(i%) und sing = sin(i%)
werden als Potenzreihen behandelt. In jedem Summanden werden nur
diejenigen Terme mit den beiden héchsten Potenzen von J > 1 mitge-
nommen, so dafs wir einen geschlossenen Ausdruck erhalten,

[ A(m/) ezJS(m’)

~ (_1)71 (ASQnJQn
— 2inA§#n—t gt
—in(2n — 1)ASQ”*25‘J2”*1) IS, (3.27)

wobei Punkte Ableitungen nach m’ bezeichnen. Hierdurch ergibt sich

cos (i52) A(m) eiJS(m')

om/’

~ (A (1 n %iJAﬁ) cos(JS) +iA sin(JS)) S (3.08)

sowie

sin (i5%) A(m') et S(m')

9
~ (A —1+51‘JAS') sin(JS) fiAcos(JS)> IS (3.29)

31



Dies fiihrt auf die Differentialgleichung

m —m’ cosf3

VJ?2 —m/?sin
m'JS

!/
~ (A + 1mA) cos(JS) — iJiAsin(JS)

2J2_m/2 Z_m/2
/

%i(A§J2iZW2A)sH(JS)+éiJSAcoﬂJS) (3.30)

Der Imaginérteil dieser Gleichung hat die Losung

1
2

A(m') ~ (sinﬂ\/ J2 —m/? sin(JS'))_ : (3.31)

Im Realteil von (3.30) vernachlissigen wir den Term mit A, der einen
Vorfaktor der relativen Grofenordnung 1/J hat. Hierdurch wird es uns
moglich, A herauszukiirzen, und durch Substitution von ¥ = COS(JS)
erhalten wir die lineare Differentialgleichung

m — m/’ cos 3 m’

- P sy i
VJ? —m/?sin g 4J2 —m”?

mit der allgemeinen Losung

(3.32)

m —m’ cos 3

Y =cos(JS) = + Cexp(4J%Inm/ —2m’?).  (3.33)

J?2 —m’2sin 8
Fiir C' = 0 ergibt sich

m — m/ cos 3
VJ%2 —m/?2sinf3
wobei ¢ der klassische Impuls unseres ,Teilchens mit der Hamilton-
Funktion (3.24) und somit gerade der Azimutwinkel (3.5) ist, der sich
aus der Losung des Randwertproblems ergibt. Dieses — als Resultat ei-
nes WKB-Ansatzes nicht unbedingt iiberraschende — Ergebnis erlaubt es
uns, das Integral J.S von (3.34) beziiglich m/ sofort hinzuschreiben; wir
konnen die gesuchte Funktion S(m') mit der klassischen Wirkung Sy der
Rotation (3.7) identifizieren.

Die Wirkung Sy ist reell fiir klassisch erlaubte bzw. imaginar fiir
klassisch verbotene Losungen des Randwertproblems.

cos(JS) = = cos ¢, (3.34)

Durch Zusammensetzung von A(m') und S(m') erhalten wir schlief-
lich die WKB-Naherung fiir die Wignersche d-Funktion,

dIAP o~ (V= msing) TSt (335
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mit einer noch zu bestimmenden Phasenverschiebung «.

Wir haben bis jetzt nur das obere Vorzeichen der Rekursionsfor-
mel (3.17) betrachtet und auch nur eine (positive) Losung des Rand-
wertproblems erhalten. Im klassischen Bild eines , Teilchens mit der
Hamilton-Funktion (3.24) entspricht dies einem von rechts nach links lau-
fenden Teilchen. Um auch der anderen (negative) Losung des Randwert-
problems Rechnung zu tragen, beziehen wir jetzt das untere Vorzeichen
der Rekursionsformel (3.17) mit ein. Durch Anwendung der Symmetrie-
relationen (3.16) werden wir auf die erzeugende Funktion —S; der nega-
tiven Losung des Randwertproblems gefiihrt und erhalten bis auf dieses
Vorzeichen wieder das Ergebnis (3.35). Beide Beitrige exp(+iJSy + a)
iiberlagern sich im klassisch erlaubten Bereich zu

di},})\:nKB ~ (=1) (\/J2 —m’? sin(p)ii cos(JSy + a). (3.36)

(Die Koeffizienten, die den Vorfaktor (—1)7 verursachen, miissen so ge-
wihlt werden, daf die Startbedingungen (3.15) erfiillt sind.) Die Propor-
tionalitatskonstante bestimmen wir aus der Normierungsbedingung, so
daf wir mit wenigen Umformungen als Resultat dieses Abschnittes das
Ergebnis

G WKB _ /3 —1)7 cos(J Sy + o) (3.37)

T \/J2SIH ﬁ m2 —m'2 4+ 2mm/’ cos

fir den klassisch erlaubten Bereich erhalten.

Wir kénnen dieses Ergebnis auch in der Van- Vieckschen Form schrei-
ben [5],

@ WEB _ (1) 27 cos(JSo + ). (3.38)

Die Néherung d] WKB des quantenmechanischen Ausdrucks dj m ist
somit bis auf dle Phasenverschlebung «a Vollstandlg durch die k1a551sche
Wirkung Sp und den Drehimpuls J = j + 3 L bestimmt. Die Quantenzahl
7 ist an die Stelle des Kehrwertes des Planckschen Wirkungsquantums
h getreten, welches wir als Mafeinheit fiir den Drehimpuls verwendet

haben.

Im klassisch verbotenen Bereich ist nur jeweils die exponentiell ab-
fallende Losung physikalisch sinnvoll, und wir erhalten

e—J15]

Bl =/ T L (3.39)

sin® B8 +m? +m'2 — 2mm’ cosﬁ

33



In beiden Féllen tritt der Ausdruck J2sin? 8 — m? — m/? 4+ 2mm’ cos f3
im Nenner auf. Ein Vergleich mit (3.6) ergibt, dak die WKB-Néaherung
auf der Grenze zwischen klassisch erlaubtem und klassisch verbotenem
Bereich, am klassischen Umkehrpunkt, divergiert. Die Behandlung die-
ses Grenzbereichs wird Gegenstand des néchsten Abschnitts sein, wobei
gleichzeitig die Phasenverschiebung « bestimmt werden wird.

3.4 Airy-Approximation

Einen klassischen Umkehrpunkt in Reinkultur kénnen wir am besten an-
hand eines Teilchens beobachten, das unter dem Einflufs einer konstanten
Kraft bis zum Stillstand abgebremst und in entgegengesetzter Richtung
wieder beschleunigt wird. Am klassischen Umkehrpunkt ist die Energie
des Teilchens gerade gleich seinem Potential, E = V(z). Es gibt einen
klassisch erlaubten Bereich E > V(z), den das Teilchen zweimal mit
unterschiedlichem Vorzeichen der Geschwindigkeit besucht, sowie einen
klassisch verbotenen Bereich E < V(z), in den das klassische Teilchen
nicht eindringt.

Die quantenmechanischen stationédren Zusténde dieses Problems sind
reskalierte Bessel-Funktionen von gebrochener Ordnung :i:%, die so-
genannten Airy-Funktionen (siehe Abb. 3.3). Anschaulich vermitteln
Airy-Funktionen zwischen trigonometrischen Funktionen und abfallen-
den (Funktion Ai) bzw. ansteigenden Exponentialfunktionen (Funktion
Bi).

Wir kénnen die Airy-Funktionen Ai und Bi als linear unabhéngige
reellwertige Losungen der Airyschen Differentialgleichung

2 f(2) = 2f(x) (3.40)
definieren, deren allgemeine Losung somit
f(z) =c1 Ai(z) + 2 Bi(x) (3.41)

lautet.

Fiir ein Teilchen der Energie Null im Potential V(z) = ax erhal-
ten wir die Airy-Funktionen als Lisungen der stationdren Schréodinger-
Gleichung,

1 25g(x) = ax g(x). (3.42)

Wir kénnen die physikalisch sinnvolle Lésung

g(z) ~ Ai (V2az) (3.43)
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Abbildung 3.3: Die Airy-Funktionen Ai und Bi. Ai(z) ist die stationdre Wel-
lenfunktion eines quantenmechanischen Teilchens mit dem Potential V' (z) = z,
also unter dem Einflufs einer konstanten Kraft. Rechts vom klassischen Um-
kehrpunkt = = 0 fallt die Wellenfunktion exponentiell ab; links davon lassen
die Oszillationen eine gleichméafig beschleunigte Bewegung erkennen. Bi (z) ist
eine unphysikalische Losung derselben Schréodinger-Gleichung.

als ein aus dem Unendlichen eingestreutes Teilchen interpretieren, das
immer langsamer wird (die Oszillationsperiode wird grofer), am klas-
sischen Umkehrpunkt exponentiell abfallend in den verbotenen Bereich
eindringt, um schlieflich wieder ins Unendliche zuriickreflektiert zu wer-
den. (Die reelle Funktion Ai kénnen wir uns aus zwei in entgegenge-
setzte Richtungen laufenden ebenen Wellen zusammengesetzt denken.)
Die Funktion Bi ist ebenfalls eine stationdre Losung der Schrodinger-
Gleichung (3.42), allerdings eine unphysikalische.

Wir wiederholen nun die Betrachtungen des letzten Abschnitts in der
Nihe des klassischen Umkehrpunkts. Wiederum driicken wir d? , t1m
durch einen Verschiebungsoperator exp(—ip) aus, was uns auf die ,kine-
tische Energie* cos ¢ fithrt, die am klassischen Umkehrpunkt Null wird.
Anders als im letzten Abschnitt geniigt es uns nun, cos ¢ um den klassi-

schen Umkehrpunkt zu entwickeln,

@iy gy =€T0d, o~ (1E 52 + 5557 A e (3.44)

Stattdessen gewinnt die langsam verdnderliche Funktion f(m') gegen-
iiber cos ¢ an Bedeutung. Wir miissen daher f(m’) genauer betrachten
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und bis zur zweiten Ordnung entwickeln,

fm+1) ~ flm+3)+ 5/ (m+3)+5/"(m+3)
m

— LI —m?) 3, (3.45)

)73, (3.46)

Einsetzen in die Rekursionsformel (3.21) und Mitnehmen von Beitré-
gen bis einschliefslich zweiter Ordnung fiihrt uns auf

/
m—m/'cosf 2
J ~ 1./ 72 _ 002 1.9

sinﬂ dm’,m ~ (2 J m (1 + 2 0m'2)

lm/(J2 _ m/2)7% 9

2 om’
_3\ 4
_ %J2(J2 _ m/2) 2>din’,m' (347)
Substitution von
gm) =\/[f(m' + ) d, .. (3.48)

und Vernachléssigen von Beitrigen zweiter Ordnung in Ableitungen von
f fiihrt uns auf die Differentialgleichung

L2 ) = (M - 1) glm').  (3.49)

Die Klammer verschwindet gerade am klassischen Umkehrpunkt m’ =
my, der sich aus der Ellipsengleichung (3.6) ergibt,

J?sin? B —m? —m? 4 2mmy cos B = 0. (3.50)

Entwicklung um den klassischen Umkehrpunkt fithrt uns auf die statio-
nére Schrodinger-Gleichung eines einer konstanten Kraft ausgesetzten
Teilchens mit dem Potential V(m') = a(m’ — my), wobei

sinB\ (2—md)F PR -md

1 (mt(m—mtcosﬁ) cos 3 )

= (sinpB)~'(J* - mf)_% (mmy — J? cos ). (3.51)
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Wir kénnen nun die Losung aus (3.43) tibernehmen und erhalten
J Ail"y 2 12 7% . 3 /
A~ V2 (72 —m?) "1 A (\/2@ (m' — mt)) . (3.52)

Wegen m’ = my ist der Faktor vor der Airy-Funktion in guter Nahe-
rung konstant und kann in eine Proportionalitdtskonstante miteinbezo-
gen werden,

@MY (V2a(m' —my)). (3.53)

Es bleibt nun, die Proportionalitdtskonstante D durch Vergleich mit der
WKB-Niherung (3.37) aus dem letzten Abschnitt zu ermitteln. Hierbei
wird gleichzeitig die Phasenverschiebung « berechnet, die in (3.35) offen
gelassen werden mufste.

Die Ahnlichkeit der Airy-Funktionen mit trigonometrischen Funktio-
nen und der Exponentialfunktion manifestiert sich in der Asymptotik
der Airy-Funktionen fiir betragsméfig grofse Argumente [25],

Ai(z) = T3z exp (—%x%) ) x>0, (3.54)

N

Q

Ai(z) 773 (—x) 77 cos (g(—x)% - %) , x<0. (3.55)

Die Asymptotik (3.55) ermdglicht es uns, die Proportionalitdtskonstante
D mit dem Vorfaktor der WKB-Approximation (3.37) zu vergleichen.

Aus
Dord(ea) = \/EA (3.56)

mit
x = V2a(m' —my) (3.57)

und

A= (J?sin® B —m® —m' + 2mm/ cos B) i (3.58)

erhalten wir

D = V2A{x. (3.59)

Zur Berechnung der Phasenverschiebung a vergleichen wir die Ar-
gumente der Cosinusfunktionen in der WKB-Approximation und in der
asymptotischen Airy-Approximation,

%(f:c)% - I /dm” Jo(m") + a, (3.60)
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wobei
m —m’ cos 3

VIZ—=m"sinfg
Am klassischen Umkehrpunkt m” = m; wird das Argument des Arcus-
cosinus zu Eins. Wir entwickeln den Arcuscosinus um diesem Punkt in

eine Reihe, .
arccosy = v2y/1—y+O((1 —y)2), (3.62)

und erhalten eine Ndherung fiir die rechte Seite von (3.60),

Jp(m') = arccos (3.61)

m/
/dm” Jo(m") +a

2\/ 2 \/J2cos B —mmy

1 3
~ 2 — . 3.63
3V sin B (JQfm%)% (m" —mq)? +a ( )

Fiir die linke Seite ergibt sich

2(L0)i = 2y 2a(m —my)?

2 J2cosfB — mmy 3
= 2 . "—my)2 — T, (3.64
3\/Sinﬂ (J2 —m2)3 (m' —mq)? = ¢, (3.64)

so daf wir aus (3.60) den Wert o = —7 ablesen kénnen. Damit sind
sowohl die WKB- als auch die Airy-N&dherung fiir die Wignersche d-
Funktion vollstédndig bestimmt.

Abbildung 3.4 zeigt fiir j = 100 und S = 1 eine Zeile m = 10 der
Wignerschen d-Matrix, einerseits exakt, andererseits durch die WKB-
und die Airy-Approximation gendhert. Man erkennt, dafs die WKB-
Approximation aufser in der Ndhe des Umkehrpunkts gute Ergebnisse
liefert, wahrend die Airy-Approximation gerade in der Nahe des Umkehr-
punkts giiltig wird. Man erkennt auch, daf es einen Uberlappungsbereich
gibt, in dem beide N&herungen weitgehend {ibereinstimmen, was — wie
oben gezeigt — filir die Bestimmung der Phasenverschiebung o notwendig
ist.

In Abb. 3.5 ist der absolute Fehler beider Approximationen in Ab-
hingigkeit von m’ aufgetragen. (Wegen der Oszillationen der Wigner-
schen d-Funktion im klassisch erlaubten Bereich gibt es dort oft sehr
kleine Funktionswerte, weshalb die Betrachtung relativer Fehler nicht
sinnvoll ist.) Obwohl jede Approximation fiir sich in ihrem jeweiligen
Giltigkeitsbereich gut ist, erreicht die Kombination beider Methoden
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Abbildung 3.4: WKB- und Airy-Approximation. Fiir j =100, 8 =1und m =
10 wird die Wignersche d-Funktion einerseits durch die WKB-, andererseits
durch die Airy-Ndherung approximiert. Aufser in der N&he des klassischen
Umkehrpunkts m; ~ 89.551 liefert die WKB-Methode eine gute Ndherung. In
der Nahe des Umkehrpunkts divergiert die WKB-Losung; stattdessen wird die
Airy-Approximation giiltig.

im oben angesprochenen Uberlappungsbereich einen maximalen Fehler
von 0.0041 (fiir ein Matrixelement der Grofe 0.050) in diesem Beispiel
und begrenzt somit die Anwendbarkeit dieser Approximationsmethode.
(Eine gleichformige Approximation, die dieses Problem 16st, wird in Ab-
schnitt 3.6 behandelt werden, ist aber bereits in Abb. 3.5 eingezeichnet.)

Dieses Ubergangsproblem betrifft den gesamten Ubergangsbereich
zwischen WKB- und Airy-Approximation. In Abb. 3.6 ist in der lin-
ken Bildhélfte der Bereich am Rande des klassisch erlaubten Gebietes in
der m-m’-Ebene dargestellt, in dem die Airy-Approximation der WKB-
Approximation iiberlegen ist; in der rechten Bildhé&lfte schlieft sich eine
Graustufendarstellung des (absoluten) Fehlers der kombinierten WKB-
Airy-Approximation gegeniiber der exakten Wignerschen d-Funktion an.
Man erkennt, daf der Fehler im Ubergangsbereich am grofiten ist: Hier
befinden wir uns zu nahe am Rande des klassisch erlaubten Gebiets, als
daft die WKB-Approximation gut wére, aber doch zu weit entfernt, als
daf die Airy-Approximation greifen wiirde.
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Abbildung 3.5: Fehler der WKB- und Airy-Approximation. Der absolute Feh-
ler der Niherungen ist in Abhiingigkeit von m’ aufgetragen; die Parameter
sind j = 100, 8 = 1 und m = 10 wie in Abb. 3.4. (Wegen der Oszillationen im
klassisch erlaubten Bereich ist es nicht sinnvoll, relative Fehler zu betrachten.)
Bei Kombination beider Methoden entsteht im Ubergangsbereich ein relativ
hoher maximaler Fehler, in diesem Fall 0.0041 bei m’ = 85 (fiir ein Matrixele-
ment der Grofie 0.050), was der Anwendbarkeit der Approximationen Grenzen
setzt. Die gleichformige Approximation, die diesen Mangel behebt, wird in
Abschnitt 3.6 behandelt.
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Abbildung 3.6: Aufteilung und Fehler der kombinierten WKB-Airy-
Approximation. Linke Hailfte: Bereiche innerhalb der Wignerschen d-Matrix,
in denen die Airy-Approximation der WKB-Approximation iiberlegen ist, sind
dunkel schattiert. Die Parameter sind j = 50 und g = 1.

Rechte Halfte: Absoluter Fehler der kombinierten WKB-Airy-Approximation;
dunkle Punkte entsprechen grofen Fehlern.

Eine Abschéitzung fiir die Relevanz der Airy-Approximation und des
Ubergangsproblems kénnen wir erhalten, indem wir die Matrixelemente
zéhlen, auf welche die Airy-Approximation Anwendung findet. Abbil-
dung 3.7 zeigt den Anteil dieser Matrixelemente als Funktion von j fiir
B = 1. Der Anteil fillt in etwa wie 1/1/7 ab. Da die Gesamtzahl (2 +1)?
der Matrixelemente quadratisch mit j zunimmt, steigt die Anzahl der
Airy-approximierten Matrixelemente mit j wie j3/2 an.

Auf der anderen Seite besitzt die Airy-Approximation in der Nahe
des Randes des elliptischen klassisch erlaubten Bereichs Giiltigkeit, des-
sen Umfang proportional zu j ist. Da die Airysche Differentialgleichung
durch eine Niherung erster Ordnung in m’ — m; aus Gleichung (3.49)
gewonnen wurde, hat die Airy-Approximation eine konstante ,,Reichwei-
te* m’ —my < konst. Aus diesem Grunde liefert die Airy-Approximation
— grob abgeschétzt — nur fiir j - konst. Matrixelemente eine sinnvolle
Néherung.

Es ist daher zu erwarten, daf sich das Ubergangsproblem mit wach-
sendem j immer starker bemerkbar machen wird.
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Abbildung 3.7: Anteil der Airy-gendherten Matrixelemente als Funktion von
j fiir 8 = 1. Der Anteil derjenigen Matrixelemente, fiir welche die Airy-
Approximation der WKB-Approximation vorzuziehen ist, ist etwas weniger

als 1/+/7.

3.5 Semiklassische Spektren

Um den vollen Floquet-Operator des gekickten Kreisels zu erhalten, miis-
sen wir noch den Torsionsanteil — den Kick — beriicksichtigen. Quanten-
mechanisch exakt dufert sich der Kick in einer komplexen Phase,

G| Flj,m) = (, \e T2 i8Iy |, )
_ 2
I &, (B). (3.65)

Dieselbe komplexe Phase entsteht, wenn in der WKB-Naherung der Wig-
nerschen d-Funktion (3.35) die Wirkung Sy der Rotation (3.7) durch die
volle Wirkung von Rotation und Torsion (3.11) ersetzt wird. Die Beitrige
Fs5 L km eines nach rechts bzw. nach links laufenden Teilchens (beide Vor-
zelchen der Rekursionsformel) iiberlagern sich dann nicht mehr zu einem
reellen Cosinus, sondern es bleibt eine komplexe Phase exp(—z2 ’me' 2)
ibrig.

Somit l&ft sich der Kick bereits in WKB-Naherung exakt ausfiihren,
und wir erhalten zusammen mit der WKB- und Airy-Approximation
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der Wignerschen d-Funktion eine komplette semiklassische Matrix des
Floquet-Operators des gekickten Kreisels.

Die Matrix des Floquet-Operators enthélt die gesamte quantenme-
chanische Information; insbesondere kénnen wir durch numerisches Dia-
gonalisieren ein semiklassisches Spektrum extrahieren, das wir mit dem
exakten Spektrum vergleichen kénnen. Abbildung 3.8 zeigt diesen Ver-
gleich fiir j = 5, # = 1 und k£ = 8, zum einen fiir eine reine WKB-
Né#herung, zum anderen fiir die Kombination von WKB- und Airy-
Naherung.

Die exakten Eigenwerte A\ des Floquet-Operators liegen infolge der
Unitaritdt des Operators auf dem komplexen Einheitskreis. Die WKB-
gendherten Eigenwerte liegen zum Teil weit vom Einheitskreis entfernt;
der Phasenfehler

2j+1
Bp= |k D (o o2 (356)
i=1

(Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung) betragt fiir dieses Bei-
spiel 19.8 % des mittleren Abstands 27/(25+1) und ermdglicht noch eine
eindeutige Zuordnung der gendherten Eigenwerte zu ihren exakten Ge-
genstiicken.

Zieht man die Airy-Approximation fiir den Rand des klassisch er-
laubten Bereichs hinzu, sinkt der relative Phasenfehler auf 0.84 %, so
daft die WKB-Airy-Kombination fiir dieses Beispiel als gute Nidherung
betrachtet werden kann.

Betrachtet man die Fehler in Abhéngigkeit von der Quantenzahl j, so
kann man aufgrund der Natur der semiklassischen Néherung erwarten,
daf der absolute Fehler fiir j — oo wie 1/j verschwindet. Da der mittlere
Abstand der Eigenwerte auf dem Einheitskreis 27/(25 + 1) ist, konnen
wir also hochstens einen bzgl. j konstanten relativen Fehler erhoffen.
Abbildung 3.9 stellt den relativen Phasenfehler der WKB- und der kom-
binierten WKB-Airy-Approximation in Abhéngigkeit von j dar. Man
erkennt, daf die reine WKB-Approximation fiir grofe j ihren Nutzen
verliert; der relative Fehler erreicht die Grofenordnung 1. Kombination
mit der Airy-Approximation fiir den Rand des klassisch erlaubten Be-
reichs liefert eine drastische Verbesserung der Approximation. Obwohl
der Anteil der betroffenen Matrixelemente wie 1/+/7 verschwindet (siehe
Abb. 3.7), beeinflukt also der fiir diese wenigen Matrixelemente geltende
Néherungsfehler die Qualitdt der Approximation entscheidend.

Fiir die kombinierte WKB-Airy-Approximation bleibt der Fehler bis
j = 500 zwar unterhalb von 10 %, steigt aber fiir j — oo systematisch
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Abbildung 3.8: Floquet-Spektrum des gekickten Kreisels: exakt, WKB- und
WKB-Airy-Nédherung. Die elf Eigenwerte A des Floquet-Operators fiir j = 5,
B =1 und k = 8 wurden zum einen exakt, zum anderen mit der WKB- und
Airy-Approximation berechnet. Die exakten Eigenwerte liegen infolge der Uni-
taritdt von F' auf dem komplexen Einheitskreis. Das reine WKB-Ergebnis hat
einen relativen Phasenfehler von 19.8 %, d. h., die Phasen lassen sich noch auf-
16sen; unter Miteinbeziehung der Airy-Approximation sinkt der relative Fehler
auf 0.83 %.
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Abbildung 3.9: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in Abhéngigkeit
von j fiir =1, k = 8 WKB- und WKB-Airy-Nédherung. Fiir grofie j erreicht
der relative Phasenfehler der reinen WKB-Approximation die Gréffenordnung
1, so daf die Phasen sich nicht mehr auflésen lassen. Der relative Fehler der
kombinierten WKB-Airy-Approximation bleibt bis 7 = 500 zwar unter 10 %,
steigt aber fiir j — oo systematisch an.

an. Damit ist klar, daft auch diese Methode im semiklassischen Limes
letztlich versagt, so daft weitere Verfeinerungen notwendig werden. Die
Ursache fiir das Ansteigen des relativen Fehlers mit j ist das im letzten
Abschnitt angesprochene Ubergangsproblem, das im nichten Abschnitt
durch Entwicklung der gleichférmigen Approzximation angegangen wer-
den wird.

3.6 Gleichformige Approximation

Bei der Bestimmung des Vorfaktors der Airy-Approximation (3.53) und
der Phasenverschiebung o der WKB-Approximation (3.37) haben wir
bereits die Asymptotik (3.54), (3.55) der Airy-Funktion Ai kennenge-
lernt; desweiteren wurde das Argument JS des Cosinus in der WKB-
Approximation mit dem Argument x von Ai in der Airy-Approximation
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in Verbindung gebracht.

Es liegt nun nahe, die WKB-Approximation mit einer Airy-Funktion
anstelle des Cosinus neu zu formulieren, so daff die asymptotische Form
erhalten bleibt und sich in der Ndhe des klassischen Umkehrpunktes m;
die Airy-Approximation ergibt.

In der Airy-Approximation (3.53) driicken wir im klassisch erlaubten
Bereich das Argument = (3.57) geméf Gleichung (3.60) ndherungsweise
durch die klassische Wirkung Sy (3.7) aus,

/

A= (3 /dm” J(p(m”)) - —(%J(w - So(m',m)))% (3.67)

my

[S[)

und erhalten unmittelbar die gleichformige Approzimation der Wigner-
schen d-Funktion,

dﬁf# = V2AV=XAI(N), (3.68)

wobei A der WKB-Vorfaktor (3.58) ist.

Analog erhalten wir fiir den klassisch verbotenen Bereich das Argu-
ment

2
3

A= (3iJSo(m',m))?, (3.69)

das sich am klassischen Umkehrpunkt m’ = m; mit A\ = 0 stetig an
(3.67) anschliefst. Da die Wirkung Sp im klassisch verbotenen Bereich
rein imaginér ist, ist A dort reell. Man beachte weiterhin, daf sich die
Divergenz des WKB-Vorfaktors A am klassischen Umkehrpunkt mit dem
Nulldurchgang von A zu einem endlichen Wert weghebt.

Alternativ konnen wir die gleichférmige Approximation auch herlei-
ten, indem wir (3.68) als gleichformigen WKB-Ansatz in die Rekursions-
formel (3.17) einsetzen. Dies fiihrt zu denselben Funktionen A und S wie
der gewohnliche WKB-Ansatz (3.26), nur daf die Losung auch am klas-
sischen Umkehrpunkt ihre Giiltigkeit behalt. Diese Methode funktioniert
allgemein als verbesserte WKB-N&herung [26, §§10.4.111-116|

In Abschnitt 3.4 wurde in Abbildung 3.5 (S. 40) bereits der Feh-
ler der gleichférmigen Approximation eingezeichnet. Es zeigt sich, dafs
die Niherung nicht nur im Ubergangsbereich, sondern global deutlich
verbessert wird. Offensichtlich ist der gleichférmige Ansatz (3.68) zur
Approximation quantenmechanischer Probleme prinzipiell geeigneter als
der Standard-WKB-Ansatz.
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Voraussetzung fiir das Funktionieren der gleichférmigen Approxima-
tion — wie bereits der Airy-Approximation — ist, daf sich nur ein einzelner
klassischer Umkehrpunkt in der Ndhe befindet, so daf die Anndherung
durch eine ,schiefe Ebene* sinnvoll ist. Abbildung 3.10 illustriert, wie
der Fehler aller bisher eingefiihrten Approximationen einschliefslich der
gleichférmigen Approximation in der Néhe eines doppelten Umkehrpunk-
tes anwéchst. (Dies ist fiir den ungenerischen Fall 8 = 7/2 besonders gut
sichtbar.) Bevor wir uns weiterer numerischer Auswertung und Interpre-
tation der Ergebnisse zuwenden, wollen wir mit dem folgenden Abschnitt
diese Liicke schliefen, indem wir die Oszillator-Approzimation fiir spe-
ziell diesen Fall entwickeln.

3.7 Oszillator-Approximation

Die Grenze des klassisch erlaubten Gebiets in der m-m/-Ebene ist durch
die Ellipsengleichung (3.50) gegeben. Fiir vier Wertepaare (m/,m) ist
m' eine doppelte Nullstelle der Gleichung; hier fallen jeweils zwei klassi-
sche Umkehrpunkte zusammen. Die Naherung der Rekursionsformel der
Wignerschen d-Funktion durch die Schrédinger-Gleichung der schiefen
Ebene kann an diesen Stellen keine sinnvollen Ergebnisse liefern; statt-
dessen werden wir auf den harmonischen Oszillator gefiihrt.

Ein klassisches Teilchen in einem harmonischen Oszillatorpotential
fiihrt eine Schwingbewegung zwischen zwei Umkehrpunkten aus. Je ge-
ringer die Energie, desto geringer ist die Amplitude der Schwingung und
desto ndher kommen sich die Umkehrpunkte. Ein Teilchen mit der Ener-
gie Null, das im harmonischen Oszillatorpotential ruht, befindet sich auf
einem doppelten klassischen Umkehrpunkt.

So, wie wir im letzten Abschnitt die Airy-Funktionen als stationére
Zustdnde der schiefen Ebene erhielten, werden wir nun die niedrigsten Ei-
genzustinde des harmonischen Oszillators zur Approximation der Wig-
nerschen d-Funktion heranziehen.

Im folgenden bezeichnen wir mit

/ 1 _1g2
wn(g) = me 2¢ Hn(g)v (370)

Losungen der Schrodinger-Gleichung des harmonischen Oszillators zur
Frequenz 1,

(~58% +36%) () = (n+ 1) n(©). (3.71)
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Abbildung 3.10: Approximationsfehler am doppelten Umkehrpunkt. Fiir
j = 100 und B = w/2 liegt bei m = j, m’ = 0 ein doppelter klassischer
Umkehrpunkt, an dem sowohl WKB- und Airy- als auch die gleichférmige Ap-
proximation ungenau werden; die absoluten Fehler aller drei Approximationen
steigen bei m = 0 bis auf ca. 0.01 an, was die Qualitdt semiklassischer Spek-
tren zwar nicht wesentlich, aber doch merklich herabsetzt. Dies motiviert die
Einfiihrung der Oszillator-Approzimation speziell fiir diese Situation.
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Abbildung 3.11: Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators zur Frequenz
1

Hierbei sind

Hy(€) = (—1)"e® e (3.72)
oder auch
Ho(§) = 1,
Hi(§) = 2, (3.73)
Hy1(§) = 26Hn(§) —2(n—1)H,-1(§)

die Hermiteschen Polynome. Abbildung 3.11 zeigt die Graphen der ersten
vier Eigenfunktionen (&) bis 13(&).

Fiir die Oszillator-Ndherung der Wignerschen d-Funktion entwickeln
wir, wie schon in Abschnitt 3.4, die ,kinetische Energie* cos¢ um den
klassischen Umkehrpunkt. Es geniigt an dieser Stelle, nur die nullte N&-
herung f(m’ + %) der Koeffizienten f(m’) und f(m’ + 1) mitzunehmen.
(Fiir genauere Betrachtungen siehe [27].) Wir erhalten auf diese Weise
eine vereinfachte Version von Gleichung (3.47),

m—m'cosfB .
Wﬂdfw,m ~ (;\/ﬂ —m (14 ;ﬁ;))dzn/7m. (3.74)

Dies 14#t sich umformen zu

(m' — Jcos B)2\ 2, 92
(m — J+ W dﬁn’,’m - %JSIH ﬂmdzn/m (375)
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Substitution von
m' — Jcosf3

V/Jsin 3

fithrt auf die Schréodinger-Gleichung des harmonischen Oszillators (3.71)

mitn =J—m — % = j —m, und wir kénnen die Oszillator-Néherung

der Wignerschen d-Funktion fiir doppelte klassische Umkehrpunkte aus

(3.70) ablesen,
&5 = YT /5in By (€). (3.77)

In Abb. 3.10 (S. 48) wurde der Fehler der Oszillator-Approximation
in der Nahe eines doppelten Umkehrpunktes bereits eingezeichnet. Die
Verbesserung gegeniiber allen anderen Approximationen ist klar erkenn-
bar. Entfernt man sich vom doppelten Umkehrpunkt, beispielsweise in-
dem man m < j anstelle von m = j wéhlt, verliert die Oszillator-
Approximation schnell an Genauigkeit.

Abbildung 3.12 zeigt die Aufteilung der Matrix in die Giiltigkeits-
bereiche der verschiedenen Naherungen. Fiir den Spezialfall § = 7/2
ist die Bedeutung der Oszillator-Approximation am gréfiten; wenn man
sich von 8 = 7 /2 entfernt, findet die Oszillator-Approximation auf im-
mer weniger Matrixelemente Anwendung.

€= (3.76)

Bei der Anwendung der gleichférmigen Approximation und der
Ostzillator-Approximation zur Berechnung semiklassischer Spektren
(Abb. 3.13 und 3.14) stellen wir fest, daf die gleichférmige Approximati-
on in der Tat ausreicht, die Eigenphasen auch fiir j — oo aufzulésen; der
relative Fehler ist unabhéngig von j. Durch Hinzunahme der Oszillator-
Approximation wird der relative Fehler weiter verringert, bleibt jedoch
unabhingig von j. Die Oszillator-Approximation macht sich fir 8 = 7/2
(Abb. 3.14) stirker bemerkbar als fiir 8 = 1; dies ist konsistent mit der
Beobachtung, daf fiir 8 = 7/2 besonders viele Matrixelemente durch die
Ostzillator-Approximation besser gendhert werden als durch die gleich-
férmige Approximation.

Da der Torsionsteil des Floquet-Operators bereits in WKB-N&herung
exakt berechnet wurde, sollte man annehmen, daff der Torsions- oder
Kickparameter k die Qualitdt der Approximation nur unwesentlich be-
einfluftt. Um so erstaunlicher ist stattdessen die Beobachtung, daff fiir
k = 2 (siche Abb. 3.15) der relative Phasenfehler der gleichférmigen Ap-
proximation fiir j — oo anwéchst und im zugénglichen j-Bereich auch
nicht séttigt.

Eine Betrachtung der Abhéngigkeit der Qualitéit der Approximation
von k bei festgehaltenem j = 100 (siehe Abb. 3.16) zeigt ein Maximum
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Abbildung 3.12: Giiltigkeitsbereiche der Approximationsmethoden. In den lin-
ken Hailften ist die Aufteilung der WKB- (weiff), Airy- (grau) und Oszillator-
Néaherungsmethoden (schwarz) auf die Matrixelemente dargestellt, in den rech-
ten Halften die Aufteilung zwischen der gleichférmigen Approximation (hell-
grau) und der Oszillator-Approximation (dunkelgrau).

Fiir den Spezialfall 3 = x/2 sind die Bereiche, in denen die Oszillator-
Néaherung Anwendung findet, relativ groff; wenn man sich von § = 7/2 ent-
fernt, werden sie schnell kleiner.

Fiir 8 = 7/2 erkennt man horizontale und vertikale Linien m’ = 0 bzw. m = 0,
entlang derer die Airy-Approximation auch tief im klassisch erlaubten Bereich
der WKB-Approximation iiberlegen scheint. Diese sind ein numerisches Arte-
fakt und resultieren daher, daf die exakten Matrixelemente dort genau Null
sind.
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Abbildung 3.13: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in Abhéngig-
keit von j fiir 8 = 1, k = 8. Der relative Fehler der gleichférmigen Approxima-
tion ist bzgl. j weitgehend konstant; insofern ist diese Naherungsmethode auch
im semiklassischen Limes j — oo noch sinnvoll. Die Oszillator-Approximation
fiir doppelte Umkehrpunkte verbessert die Ergebnis der gleichférmigen Appro-
ximation geringfiigig.

des relativen Phasenfehlers der gleichférmigen Approximation bei k = 2,
wahrend die Naherung fiir £ = 0 und fiir £ > 6 gute Ergebnisse liefert.

Fiir Ansétze zu einer intuitiven Erklérung sei bemerkt, dafs der Ro-
tationsanteil auch fiir & — oo nicht vernachlassigt werden darf, so dafs
hierdurch kein Erkldrungsansatz zur Verfiigung steht. Dies liegt daran,
daf die Wignersche d-Funktion und alle betrachteten Approximationen
rein reelle Funktionen sind, wihrend sich die Torsion in Gestalt von kom-
plexen Phasenfaktoren bemerkbar macht, wobei die Phase proportional
zum Quadrat der Quantenzahl m’ ist. Man kann hochstens spekulieren,
daf sich die Approximationsfehler fiir groe k 2 6 gewissermafsen heraus-
mitteln; dies liefert jedoch keine Erklarung fiir das gute Funktionieren
der Approximation bei k = 0.

Systematische Untersuchungen zur Qualitét semiklassischer Approxi-
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Abbildung 3.14: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in Abhéngig-
keit von j fir 8 = w/2, k = 8. Die Approximationen liefern qualitativ ahnliche

Ergebnisse wie fiir 8 = 1; die Verbesserung durch Hinzunahme der Oszillator-
Approximation macht sich jedoch fiir 8 = w/2 besonders stark bemerkbar.

mationen insbesondere in Systemen mit gemischtem Phasenraum — was
in unserem Modell bei k = 2 der Fall ist — sind Gegenstand aktueller For-
schung von H. Schomerus und M. Sieber [9]. In diesen Untersuchungen
werden Bifurkationen periodischer Bahnen anhand ihrer Kodimensionen
klassifiziert; ein Analogon fiir die in dieser Arbeit vorliegende Situation
ware das systematische Fortfiihren gleichformiger Approximationen auf
Umkehrpunkte héherer Ordnung. Das néchste Ziel wire demnach eine
Verfeinerung der gleichférmigen Approximation in Hinblick auf doppel-
te Umkehrpunkte. Da die Umkehrpunkte durch eine Gleichung zweiten
Grades (3.50) definiert sind, die keine Umkehrpunkte hoherer Ordnung
zulafst, ist damit zu rechnen, dafs eine derartige Verfeinerung bereits ex-
akt wére. In diesem Sinne wurde die Semiklassik in der Asymptotik der
Wignerschen d-Funktion in diesem Kapitel erschopfend behandelt.
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Abbildung 3.15: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in Abhéngig-
keit von j fir 8 = 1, k = 2. Obwohl der von k abhéngige Torsionsteil des
Floquet-Operators exakt berechnet wurde, beobachten wir fiir bestimmte Wer-

te von k ein Ansteigen des relativen Fehlers mit wachsendem j selbst fiir die
gleichformige Approximation.
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Abbildung 3.16: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in Abhéngig-
keit von k fiir 8 = 1, j = 100. Die gleichférmige Approximation liefert fiir
k = 0 und fiir £ > 6 gute Ergebnisse, bei k ~ 2 deutlich schlechtere, die aber
immer noch im Bereich weniger Prozent des mittleren Abstands 27/(25 + 1)
liegen.
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Kapitel 4

Koharente Zustande als
Basis des Zustandsraums

In diesem Kapitel sollen kohdrente Zustinde, d. h. Zustdnde mit gerichte-
tem Drehimpulsvektor und minimalem Unschérfeprodukt, als Basis des
Hilbertraums des gekickten Kreisels verwendet werden. Der Floquet-
Operator wird in einer nicht nicht-orthogonalen Basis koh&renter Zu-
stande dargestellt, und es wird eine semiklassische Approximation die-
ser Darstellung hergeleitet. Durch numerische Diagonalisierung wird ein
vollstdndiges semiklassisches Floquet-Spektrum des gekickten Kreisels
extrahiert.

4.1 Koharente Drehimpulszustinde

Aus Kapitel 3 kennen wir die Standardbasis des Hilbert-Raums eines
Drehimpulssystems, die gemeinsamen Eigenzusténde |j, m) der Opera-
toren J? und J, mit den durch (3.1) und (3.2) beschriebenen Eigenschaf-
ten. Zwei dieser Zustdnde kann man als ,,besonders klassisch“ bezeichnen:
Der Zustand |4, j) entspricht — soweit die quantenmechanische Unschérfe
dies zuldfst — einem in z-Richtung zeigenden klassischen Drehimpulsvek-
tor, der Zustand |j, —j) einem in (—z)-Richtung zeigenden Drehimpuls-
vektor.

Wir verwenden nun die aus Abschnitt 2.3 bekannten quantenme-
chanischen Rotationsoperatoren, um den Zustand |4, j) in eine beliebige
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Richtung (¢, 8) zu drehen,
|0, 0) = el e e |, ), (4.1)

und haben hiermit einen kohdrenten Drehimpulszustand definiert [28,
29].

Es ist oft sinnvoll, die Ausrichtung des Drehimpulses, wie in Ab-
schnitt 2.2 vorgefiihrt, durch eine einzige komplexe Zahl v = ¥ tang
(stereographische Projektion) darzustellen. Indem man J,, durch die Lei-
teroperatoren Jy = J,+iJ, mit den in (3.20) angegebenen Eigenschaften
ausdriickt und in der |j, m)-Basis rechnet, kann man zeigen, daf

=1+ Zv NGZED) (4.2)

denselben Zustand wie (4.1) darstellt, |y = e’ tan §) = [, 0) [14]. Wir
werden daher beide Gleichungen (4.1) und (4.2) gleichermafen als Defi-
nition eines kohédrenten (Drehimpuls-) Zustandes auffassen.

Der Nenner 1 4 ~~* ist ein geometrischer Vorfaktor, der von der
Flachenverzerrung der stereographischen Projektion herriihrt und dem
wir beim Rechnen in diesem Koordinatensystem noch ofter begegnen
werden.

Die Bezeichnung der Zusténde |p, ) oder |v) als ,kohérente Zustian-
de ist dadurch gerechtfertig, daf diese Zustdnde mit den kohdrenten
Zustdnden des harmonischen Oszillators, die u.a. in der Quantenop-

tik Anwendung finden, einige charakteristische Eigenschaften gemeinsam
haben:

Minimale Unschéirfe: Geméf ihrer Konstruktion als gedrehter |7, j)-
Zustand haben kohdrente Drehimpulszustdnde minimale Unschérfe
in den Komponenten des Drehimpulses [28]. (Kohérente Zusténde
des harmonischen Oszillators entstehen durch Verschiebung aus
dem Grundzustand und haben minimales Produkt von Orts- und
Impulsunschérfe.)

Vollstindigkeit: Es ist mdglich, den Eins-Operator 1 durch ein Inte-
gral iiber Projektoren auf kohérente Zustdnde darzustellen,

d%y _
(! T ol =1 (4.3
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Man kann dies durch Anwendung der Definition (4.2) und sum-
mandweises Integrieren auf die Vollstédndigkeit der |j, m)-Basis zu-
riickfithren.

Aus (4.3) erkennt man auch unmittelbar, wie sich jeder Zustand
im Hilbert-Raum des gekickten Kreisels durch ein Integral iiber
kohérente Zustédnde darstellen 1&fst.

Nicht-Orthogonalitéit: Ebenfalls durch Anwendung der Definition
(4.2) erkennt man, daf das Skalarprodukt zweier kohdrenter Zu-

sténde, .
_ (1+T%y)? ’
w0 = (i) )

bei hinreichend verschiedenen v und I fiir grofse j zwar sehr schnell
sehr klein, aber nicht automatisch Null wird. Tatséchlich ver-
schwindet (I'|y) nur dann, wenn sich die Punkte v und I' auf der
Kugeloberfliche genau gegeniiber liegen.

Normierung: Anhand von (4.4) sieht man sofort, dafs kohéirente Zu-
stande auf 1 normiert sind,

(1) = 1. (4.5)

Aufgrund dieser Eigenschaften bezeichnet man die Menge aller koh&ren-
ten Zusténde auch oft als ein dbervollstindiges System.

Obwohl kohérente Zustédnde nicht zueinander orthogonal sind, sind
sie doch paarweise linear unabhéngig. Es ist eine der elementarsten Aus-
sagen der linearen Algebra, daf n linear unabhéngige Vektoren in einem
n-dimensionalen Vektorraum stets eine Basis bilden. Es geniigt daher,
n = 2j + 1 kohérente Zusténde zu wihlen, um eine (Vektorraum-) Basis
des Hilbertraums des gekickten Kreisels zu erhalten.

Anstatt nun die Matriz des Floquet-Operators F' in einer nicht-
orthogonalen Basis kohérenter Zustédnde zu bestimmen, vereinfachen wir
uns die Rechnung, indem wir fiir jedes Paar |T') , |y) kohérenter Zusténde
das Skalarprodukt (I'| F'|y) berechnen — gerade so, wie wir es auch bei
einer orthogonalen Basis tun wiirden. Wie in Anhang B gezeigt wird, er-
halten wir dann die Eigenwerte von F' durch Losen der verallgemeinerten
Eigenwertgleichung

n

Sl Flyy e = A (vel) ¢ =1,...,n). (4.6)
=1

=1

o8



Da die Skalarprodukte (I'| F'|y) die vollstdndige Information tiber den
Operator F enthalten, bezeichnen wir (I'| F'|v) als ein Quasimatrizele-
ment von F.

(Eine alternative Methode zur Ermittlung des Spektrums eines Ope-
rators aus seinen Quasimatrixelementen beruht auf der Ubervollstindig-
keit des Systems der kohdrenten Zustédnde. Bei Verwendung von mehr als
2741 koharenten Zusténden liefert die direkte Diagonalisierung der Qua-
simatrix eine Ndherung an die Eigenwerte des Operators. Diese Methode
wurde von K. Zyczkowski entwickelt und wird in [15] néher beschrieben.)

In den folgenden Abschnitten soll das Quasimatrixelement (I'|F|v)
des Floquet-Operators des gekickten Kreisels quantenmechanisch und
semiklassisch berechnet werden.

4.2 Der Floquet-Operator des
gekickten Kreisels in der Basis
koharenter Zustiande

Zur Berechnung des Quasimatrixelements (I'|F|y) des Floquet-
Operators
. ik 72
F=e¢ 15y, iz (4.7
zwischen zwei kohérenten Zustédnden betrachten wir die beiden Teile
exp(—i%Jy) (Rotation) und exp(—inkTJzz) (Torsion) getrennt.

Da kohérente Zustdnde durch die Anwendung spezieller Rotations-
operatoren auf den Zustand |j,j) entstehen, ist klar, daf eine weitere
Rotation im wesentlichen wieder einen kohérenten Zustand liefern muf;
genaugenommen muf die Rotation eines kohirenten Zustands |vy) bis
auf einen Phasenfaktor y denjenigen kohérenten Zustand liefern, dessen
Stiitzpunkt im Phasenraum durch die Rotation aus « hervorgeht.

In unserem Falle einer Vierteldrehung um die y-Achse liefert uns die
lineare Transformation (2.5) den Punkt (1 + ~)/(1 — ~) als Bild von #.

Demnach ist also o
T2 ) = x| 122). (4.8)

Zur Bestimmung des Phasenfaktors y multiplizieren wir Glei-
chung (4.8) von links mit (j, j|. Unter Verwendung der aus dem letzten
Kapitel bekannten speziellen Werte der Wignerschen d-Funktion (3.13)
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erhalten wir

(Grgle 2 7v 1) |
= m;j (g,m| &, ; (=%) (1 +W*)_J;v"\/mu,j —n)
25
a2 S () G- i -

mOnO

Andererseits ist

2 J *\ J
19\ _ (_(+7) ) <1’y) 410
<]]’ > (2.(1+W*) ) (4.10)
womit wir den Phasenfaktor y = ((1 —~)/(1 — fy*))j bestimmt hét-

ten. Wir konnen somit das Bild eines kohérenten Zustands unter einer
Rotation um die y-Achse um den Winkel /2 angeben als

J
—iZJy iy (L= ‘m
e i3 7>_(17*> 177>. (4.11)

Zur Handhabung der nichtlinearen Torsion entwickeln wir den be-
reits rotierten kohdrenten Zustand |vy) in der |j, m)-Basis, in welcher die
Matrix des Torsionsoperators diagonal ist. Multiplikation von links mit
einem anderen kohédrenten Zustand (I'| fithrt dann unmittelbar auf das
gesuchte Quasimatrixelement des Floquet-Operators zwischen zwei ko-
hérenten Zustinden,

(CIFly) = (f_‘;)j<r| —igr 1+3>
A2 N\ J
- (2- 1 +(F1r*;()1+77*) eXp(szO)
27 n
i(f)(r 1f3 exp(ﬁjﬁjl)) exp(éﬁ-]ﬁ).— (4.12)
n=0

Wir kénnen nun eine aus 2j + 1 kohérenten Zustanden |vq), ...,
|v2j+1) bestehende Basis (im Sinne von Anhang B) wihlen, die Quasi-
matrix (ym,|F|y,) von F berechnen und das verallgemeinerte Eigenwert-
problem (4.6) numerisch 16sen. Wenn wir dies tun, reproduzieren wir
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das exakte Floquet-Spektrum des gekickten Kreisels, das wir bereits in
Kapitel 3 auf anderem Wege ausgerechnet haben.

4.3 Semiklassische Naherung

Wir sind an einer semiklassischen Naherung j > hog = 1 fiir das Qua-
simatrixelement (4.12) des Floquet-Operators des gekickten Kreisels in-
teressiert, die es uns ermoglichen soll, durch Lésen der verallgemeiner-
ten Eigenwertgleichung (4.6) ein semiklassisches Spektrum zu ermitteln.
Unsere Vorgehensweise besteht darin, das quantenmechanische Quasima-
trixelement (I'| F'|y), Gleichung (4.12), durch ein Integral auszudriicken,
welches wir dann mit Hilfe einer Sattelpunkt-Approximation ndherungs-
weise 16sen. In dem resultierenden Ausdruck werden wir dann im néch-
sten Abschnitt — dhnlich wie bei der WKB-Approximation der Wigner-
schen d-Funktion in Kapitel 3 — eine erzeugende Funktion der klassischen
Abbildung wiederfinden.

Wir leiten zunéichst aus dem Gauf-Integral [dt exp (at® + St) die

Identitat
e 4a =\/—% /dteo‘t +ht (4.13)

a=-—24H" Bi=n.V, (4.14)

her und setzen

so daf —% = —;’;fl ist. (In [14] wurde mit S = n und rein imagindrem
« gerechnet. Die Wahl von 5 = n - v/i sorgt fiir einen negativen Realteil
von « und somit fiir die Konvergenz des Integrals in (4.13), die ansonsten
weitere Betrachtungen notwendig machen wiirde.)

Mit Hilfe dieser Integraldarstellung koénnen wir den Term
exp( 2’;11) im Quasimatrixelement (4.12) durch ein Gauk-Integral aus-

driicken,

exp (7;];121) \/ﬁ /dt exp 23‘“ ) ( rt) (4.15)
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Einsetzen in das Quasimatrixelement (4.12) erlaubt uns, die endliche
Summe iiber n auszufithren, und wir erhalten — bisher noch exakt —

<F|F|’Y> = (2 B (1 +(1_1‘1_‘:)7()1 +"Y'V*) exp (Qj-i’fjl)>

IRV == / dt e?V 0 (4.16)
— o0

mit
V(jt) = =254 + 2In(1 + 0(t)) (4.17)
und -
o(t) =T 7 e (\/—zt + jjﬁﬂl) . (4.18)

Der néchste Schritt besteht in einer Sattelpunkt-Approximation des
Integrals im Grenzfall j > 1. Da die wesentlichen numerischen Proble-
me dieses Kapitels wiahrend der Durchfiihrung der Sattelpunkt-N&herung
entstehen und aufterdem in Abschnitt 4.6 eine Verfeinerung dieser Ap-
proximation vorgenommen werden wird, soll an dieser Stelle eine kurze
Herleitung der Sattelpunkt-Methode gegeben werden.

Zur Approximation eines Integrals der Gestalt ffooodt exp(jV(t))
kann man auf die Idee kommen, den Exponenten jV(t) des Integran-
den um ein lokales Maximum bei ¢t = ¢y zu entwickeln. Bei Entwicklung
bis zur zweiten Ordnung ersetzt man folglich den Integranden durch eine
Gauf-Funktion und kann das Integral analytisch ausfiihren.

Die Idee bei der Sattelpunkt-Integration besteht nun darin, auch
komplexe tq zuzulassen. Aus dem reellen Maximum des Integranden wird
dann ein komplexer Sattelpunkt des Betrags des Integranden, daher die
Namensgebung. Man kann zeigen, daff man unter gewissen Vorausset-
zungen den Integrationsweg so deformieren kann, daff er durch den Sat-
telpunkt — oder eventuell auch mehrere — lauft, ohne dafl sich der Wert
des Integrals dndert [30]. In der Nahe des komplexen Sattelpunkts funk-
tioniert die Approximation des Integranden durch eine Gauf-Funktion
besonders gut.

Fir j — oo wird das Maximum immer schérfer; das gesamte Inte-
gral laft sich dann in guter Naherung durch das komplexe Gauf-Integral
ersetzen. Wenn es mehrere Sattelpunkte ¢y entlang des Integrationswe-
ges gibt, addieren sich deren Beitrige, wobei allerdings derjenige Sattel
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mit groktem Realteil Re V (¢g) gegeniiber den anderen exponentiell do-
miniert.

Zur konkreten Herleitung einer approximativen Formel fiir das In-
tegral f_oooodt exp(jV(t)) entwickeln wir den Exponenten jV () des In-
tegranden um einen komplexen Sattelpunkt ¢y mit den Eigenschaften
V'(to) = 0 und Re V" (to) < 0 und schreiben exp(jV/(t)) als ein Produkt
dreier Exponentialfunktionen,

eVl = exp(jV (to))
exp (974 V" (to) (t — t0)2)
exp(5;5V"" (to) (t — to)®
+ LGV (ko) (t — to)* +...). (4.19)
Die dritte dieser Exponentialfunktionen wird nun ihrerseits in ihre Po-

tenzreihe um den Nullpunkt entwickelt. Wenn wir nun iiber die reelle
Achse integrieren,

oo oo

/dt e?V () = IV (to) /dt exp (35V" (to)(t — t0)?)

— 00 — 00

.(1 + 5V (to)(t — t0)® + 33V (to) (t — to)* + ...
(LFV (t0) (8 — t0)® + LV (to) (¢ — to)* +...)?

()T ). (4.20)

tragen nur Terme mit geraden Potenzen von ¢ —ty bei, und jede Integra-
tion iiber einen Ausdruck der Gestalt exp(5jV" (to)(t — to)?)(t — to)*"
erzeugt einen Faktor j~(27+1)/2 der mit den in den einzelnen Termen
enthaltenen Potenzen von j konkurriert. In fithrender Ordnung in 1/j
brauchen wir von den Summanden der Entwicklung (4.20) nur die Eins
mitzunehmen, so daf wir nach Ausfiihren des Integrals die geldufige For-
mel einer Sattelpunkt-Approximation erster Ordnung erhalten,

+

OJ‘H l\?‘._.

+

—+o0

dtedV®) —piVito) [T (14 (L 4.21
Jaert = [z (irog). e

— 00

Wenn es mehrere Sattelpunkte ty gibt, liefert jeder von ihnen einen Bei-
trag der Gestalt (4.21). Da der Beitrag des fiihrenden Sattels die aller
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anderen exponentiell iiberwiegt, &ndert es zwar nichts an der Ordnung
der Approximation, alle Beitrdge mitzunehmen, aber fiir kleine j kénnen
sich solche ,exponentiell kleinen“ Korrekturen durchaus in der Grofen-
ordnung der fithrenden Ordnung bewegen. Wir notieren daher

+oo

V) — Vi) [T 1
/dte - Y e v (1+0y). (2

—0o0 Sattel

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen zur Sattelpunkt-Approxima-
tion wollen wir deren Ergebnis (4.22) auf unser konkretes Problem des
Quasimatrixelements (I'|F|vy) in der Integraldarstellung (4.16) anwen-
den.

Im vorliegenden Fall ist der Exponent V' (j,t) (4.17) noch schwach
von j abhéngig. Vor der Durchfithrung der Sattelpunkt-Approximation
entwickeln wir daher V'(j,t) in eine Laurent-Reihe um j = oo,

V(5,t) = Vo(t) + 3Va(t) + = Va(t) + O(55) (4.23)
wobei
Vot) = t*+2n(1+0(t)), (4.24)
Vi(t) = -5t —ik 11(?@), (4.25)
Vat) = K olt) o) (4.26)

(1+o(t)?  1Ho)

Vo(t) wird durch seinen Wert Vg (to) am Sattelpunkt ersetzt und vor das
Integral gezogen. Der Beitrag von Va(t) ist in zweiter Ordnung in 1/j
und wird bis auf weiteres vernachléssigt. Anwendung der Sattelpunkt-
Naherung auf das verbleibende Integral f ix;o dt exp ( A% (t)) flihrt uns auf
die Sattelpunktbedingung

2\/—71.’0(?50)

(to) = — 1t e 4.2
Vi(to) zto + 1+ o(to) 0, (4.27)
also (t0)
- Ullo
=2kvV—1 ———. 4.2
fo = 2kv =i v(to) (4.28)

Zusammen mit der Definition (4.18) von v(t) kénnen wir diese Gleichung
in to zu einer Gleichung in v = v(tg) umschreiben,

' )
v="_ 1 exp (llirv). (4.29)
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Um nun das semiklassische Quasimatrixelement zu berechnen, setzen
wir die Integraldarstellung (4.16) unter Beriicksichtigung der Entwick-
lung (4.23) in die allgemeine Formel (4.22) der Sattelpunkt-Approxima-
tion ein. Mit

2
M) = exp (211 ) (14 0 (4.30)
und ) v

erhalten wir das semiklassische Quasimatrixelement des Floquet-
Operators des gekickten Kreisels zwischen zwei kohérenten Zusténden,

(T|F ) |
_ (1—9)%(1+v)? it )Y
) s§61<2~<1+rr*><1+w*> eXp(?fm)

.y 20EL 03 Vo(to) Vi (to) 7T
4rk _%jVoﬁ(t())
> (rtremyn s oo (4))
2-(1+1IT*) (1 * J
Sitrel V2 A FIT) A +777)

2 _1
4ikj? Y 4ikj Y :
- exXp (2]“‘:1 (]_4»7_))2) <1 + 2j+J1 W) . (432)

Um dieses Ergebnis semiklassisch zu interpretieren, wollen wir es ein-
mal fiir die Situation betrachten, daf I" das Bild von v unter der klas-
sischen Abbildung (2.6) ist. In diesem Spezialfall kénnen wir die Sattel-
punktbedingung (4.29) umschreiben zu

=IT k k . 4.
v exp (z T ’Y’Y*> exp <z T v> (4.33)

Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, daft v = I'l'’* in diesem
Fall die Sattelpunktgleichung 16st: Wenn wir nun auf der rechten Seite
erst I'T'* fiir v einsetzen und anschliefend I' mit Hilfe der klassischen
Abbildung (2.6) durch « ausdriicken, heben sich die beiden Exponenti-
alfunktionen weg, und wir verbleiben mit v = I'T"* als Lésung. In diesem
Sinne kénnen wir positive reelle Losungen v der Sattelpunktgleichung
(4.29) mit klassischen Bahnen von + nach T' identifizieren.
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Da sowohl I' als auch « als Stiitzpunkte der kohdrenten Basiszusténde
vorgegeben sind, besteht kein Grund mehr, weshalb Lésungen der tran-
szendenten, komplexen Sattelpunktgleichung (4.29) reell sein sollten; die
Losungen stellen sich im allgemeinen als komplex heraus. Dies entspricht
der Situation in Kapitel 3, als sich komplexe Losungen des klassischen
Randwertproblems als quantenmechanisch relevant herausstellten. Auch
hier kénnen wir eine komplexe Losung v der Sattelpunktgleichung (4.29)
als Geisterbahn von « nach I' interpretieren.

Wenn wir nun das eigentliche Quasimatrixelement (4.32) unter der
Voraussetzung v = I'T* betrachten, kbnnen wir es in der Form

k 2 * . s
<F|F|’y>s _ Z 0 g‘;glﬂa‘;v) e(2ITHW (I )
Sattel
((L+IT) (L +y9%) (4.34)
mit
2
W(I*,~) = In(1 — 7) + In(1 + v) —|—z’l<:(117”)2 +C (4.35)
und
C=—3ik—%In2 (4.36)
schreiben.

Die Funktion W (I'*,~) stellt sich als erzeugende Funktion der klas-
sischen Abbildung (2.6) heraus, wenn man I" und I'* sowie v und v* als
unabhéngige Variablen auffaft,

ow(T,y) r

or* - 14TT (4.37)
ow (I, v) v*
P = ) 4.38

Somit ist das gendherte Quasimatrixelement (4.32) vollstiandig durch die
komplexe Fortsetzung einer erzeugenden Funktion der klassischen Ab-
bildung bestimmt und darf in diesem Sinne als semiklassische Ndherung
bezeichnet werden.

4.4 Semiklassisches Spektrum

Die weitere Vorgehensweise besteht nun darin, eine Basis aus kohdrenten
Zusténden zu wihlen, die semiklassischen Quasimatrixelemente geméf
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Gleichung (4.32) zu bestimmen und durch Losen des verallgemeinerten
Eigenwertproblems (4.6) ein semiklassisches Spektrum zu extrahieren.
Hierbei stofst man allerdings auf erhebliche Schwierigkeiten, die mit den
Voraussetzungen zur Giiltigkeit der Sattelpunkt-Ndherung zusammen-
héngen.

Das Hauptproblem besteht darin, dafs sich die komplexifizierten In-
tegrationswege und Sattelpunkte nicht in geschlossener Form angeben
lassen. Wahrend die numerische Bestimmung der Sattelpunkte v aus
der transzendenten Gleichung (4.29) noch mit Standardverfahren mog-
lich ist, 14t sich nicht mehr ohne weiteres feststellen, welche Lsungen
v in die Ndherung eingehen und welche ausgeschlossen werden miissen.
Stattdessen ist es notwendig, die Integrationswege in der komplexen t-
Ebene fiir jedes Quasimatrixelement einzeln numerisch zu konstruieren.
Im folgenden werden hierzu zwei Verfahren beschrieben.

Abbildung 4.1 illustriert die Funktionsweise der bekanntesten Me-
thode, von jedem Sattel ausgehend Wege des steilsten Abstiegs bzgl. der
Hohenfunktion }exp (V) | zu suchen. Diese Wege haben eine konstante
komplexe Phase jIm V'(¢) und enden entweder im Unendlichen oder an
ciner Nullstelle von |exp(jV (t))|, also einer negativen Polstelle von V/(t).
Wenn man die Werte +00 mit zu den Nullstellen zéhlt, ist jeder Sattel-
punkt durch die Integrationswege mit genau zwei Nullstellen verbunden.
Durch Zusammensetzen lassen sich dann Integrationswege konstruieren,
auf denen abwechselnd Nullstellen und Séttel liegen. Wenn es gelingt, auf
diese Weise einen Integrationsweg von —oo nach 400 zu finden, liefern
alle beteiligten Sattel einen Beitrag zur Sattelpunkt-Ndherung des Quasi-
matrixelements. Alle anderen Séttel miissen ausgeschlossen werden, weil
diese sonst das Ergebnis der Approximation wesentlich verfilschen.

Durch die Gestalt der Funktion exp(jV(¢)) und die hohe Anzahl
(25 + 1)? von Quasimatrixelementen kommt es in der Praxis vor, daf
sich die von verschiedenen Sétteln ausgehenden Integrationswege nahe
kommen, so daft es numerisch oft problematisch ist zu entscheiden, wel-
cher Sattel mit welcher Nullstelle verbunden ist. Aufgrund dieses Pro-
blems hat sich das Verfahren des steilsten Abstiegs nur bis j ~ 15 als
stabil genug erwiesen, um alle (25 + 1)? Quasimatrixelemente approxi-
mativ zu berechnen; dariiberhinaus ist es aufgrund des hohen Aufwands
an Rechenzeit fiir Untersuchungen des Grenzfalls j — oo kaum geeignet.

Aus diesem Grunde wurde noch ein weiteres, vereinfachtes Verfah-

ren entwickelt, welches nur den fiihrenden Sattel identifiziert. Bei die-
sem Hohenverfahren 1t man die Forderung des steilsten Abstiegs fallen
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Abbildung 4.1: Integrationswege steilsten Abstiegs. Die Funktion
’exp (j V(t))’ ist in der komplexen t-Ebene farbig dargestellt. Die Ska-
la verlsuft von blau (< 107!°) iiber griin (=~ 10'°) und gelb (=~ 10
bis weiff (> 10°°). Jeder Sattelpunkt ist durch Wege steilsten Abstiegs
bzgl. }exp(jV(t))| mit zwei Nullstellen dieser Funktion (einschlieRlich +o00)
verbunden. Durch Zusammensetzen entsteht ein Integrationsweg (dicke Lini-
en) von —oo nach +oo iiber abwechselnd Nullstellen und Sattelpunkte (groke
Punkte). Sattelpunkte, die nicht auf diesem Integrationsweg liegen (kleine
Punkte und diinne Linien) miissen aus der in der Sattelpunkt-Approximation
auszufiihrenden Summe ausgeschlossen werden.
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und verlangt lediglich, dafs die Hohe ‘exp (jV(t))| entlang des Integrati-
onswegs nirgendwo die Hohe |exp (jV(tO))‘ am Sattelpunkt iibersteigt.
(Strenggenommen miifste der Integrationsweg in einer e-Umgebung von
to (mit € > 0) dem steilsten Abstieg folgen; dies ist aber fiir die numeri-
sche Konstruktion nicht relevant.)

Die numerisch konstruierten Integrationswege verlaufen vom Sat-
telpunkt ausgehend in positiver und negativer Richtung des Realteils
von t, solange bis ein Punkt erreicht wird, an dem |exp (jV(t))| grofer
wird als |exp (jV(to))|. Danach folgt der Weg solange einer Hdohenlinie
|exp (jV(t))‘ = konst., bis sich der Weg entweder in der urspriinglichen
Richtung fortsetzen ldft oder bis die Hohenlinie parallel zur imagindren
t-Achse wird. Letzteres wird als Zeichen dafiir gewertet, daf sich der Weg
nicht bis ins Unendliche fortsetzen 158t, ohne die Hohe |exp(jV (to)) ‘ des
Sattelpunktes zu iiberschreiten, an dem der Weg startete. Wenn auf die-
se Weise von einem Sattel ausgehend in beiden Richtungen Wege bis
ins Unendliche konstruiert werden konnen, stellen diese zusammen einen
giiltigen Integrationsweg dar, und der Sattel ist als der fiihrende Sattel
identifiziert.

Infolge der Natur der Funktion V'(¢) sind auch bei diesem Verfahren
Irrtiimer letztlich nicht auszuschliefen. In Abb. 4.2 liegen die ,verbote-
nen“ Sattel in der oberen Bildhélfte sémtlich hoher als der fithrende Sat-
tel, sind aber durch eine noch héhere Barriere von ¢ — +o00 getrennt. Es
gibt Félle, in denen diese Barriere nur unwesentlich héher als der Sattel
ist und infolge der endlichen Schrittweite des Verfahrens iibersprungen
wird.

Durch sorgfiltige Wahl numerischer Parameter (Schrittweiten, Ab-
bruchkriterien, etc.) ermoglicht es das Hohenverfahren, semiklassische
Quasimatrizen bis j ~ 150 zu berechnen. (Bei (25 + 1)2 = 90601
Quasimatrixelementen entspricht dies einer Zuverldssigkeit von etwa
99.9994 %, die aber eben fiir grofiere j nicht mehr ausreicht.) Bei gro-
feren j werden einzelne Matrixelemente falsch approximiert, was die
Berechnung eines semiklassischen Spektrums sofort unméglich macht.

In Abb. 4.3 sind die semiklassischen Spektren, die in einer Basis ko-
hirenter Zustinde mit Hilfe des Verfahrens des steilsten Abstiegs (alle
Séttel) bzw. des Hohenverfahrens (fiihrender Sattel) den exakten Ei-
genwerten gegeniibergestellt. Der Beitrag des fiihrenden Sattels geniigt
bereits, um das Spektrum aufzulésen. Da j = 5 relativ klein ist, bringt
das Miteinbeziehen der bzgl. j exponentiell kleinen Korrekturen der rest-
lichen Séttel eine wesentliche Verbesserung.

Die Abhéngigkeit des relativen Phasenfehlers des semiklassischen
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Abbildung 4.2: Integrationswege nach dem Hohenverfahren. Die Funktion
|exp (jV(t))| ist in der komplexen t-Ebene auf dieselbe Weise wie in Abb. 4.1
farbig dargestellt. Von jedem Sattelpunkt ausgehend werden absteigende Wege
in positiver und negativer Richtung von Ret konstruiert. Derjenige Sattel,
dessen absteigende Wege —oo mit 400 verbinden, ist der fiihrende Sattel in
der semiklassischen Approximation.
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Abbildung 4.3: Floquet-Spektrum des gekickten Kreisels: exakt bzw. semiklas-
sisch mit kohérenten Zustanden fiir j = 5, k = 8, 8 = w/2. Das Verfahren des
steilsten Abstiegs erlaubt fiir kleine j, alle Sattel zu identifizieren. Das Hohen-
verfahren identifiziert nur den fiihrenden Sattel und ist daher ungenauer, l&ft
sich aber auch bei gréfteren j noch anwenden.

Spektrums von j ist in Abb. 4.4 dargestellt. Man erkennt deutlich, wie die
relative Wichtigkeit des fithrenden Sattels mit wachsendem j zunimmt;
ab etwa j = 30 erreicht das allein mit den Beitrégen der fiihrenden Séttel
berechnete semiklassische Spektrum die Genauigkeit des fiir kleinere j
mit allen Sétteln berechneten Spektrums.

Ab j 2 20 wird das Verfahren des steilsten Abstiegs, ab j 2 200 auch
das Hohenverfahren instabil. Bis 7 < 30 ist es mit dem Verfahren des steil-
sten Abstiegs noch méglich, das Spektrum aufzulésen, aber der durch
einzelne falsch approximierte Quasimatrixelemente hervorgerufene Feh-
ler iiberwiegt bereits die durch das Mitnehmen aller Séttel gewonnene
Genauigkeit, so dafs das Hohenverfahren bessere Ergebnisse liefert. Bei
j = 200 kann fiir das Hohenverfahren ein winziger Anstieg des relativen
Fehlers beobachtet werden, der bereits auf die falsche Approximation
einzelner Matrixelemente zuriickzufiihren ist; bei grofleren j steigt der
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Abbildung 4.4: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in Abhéngigkeit
von j fur f = 7/2, k = 8. Durch zwei Verfahren, die alle Sattel (steilster Ab-
stieg) bzw. nur den fithrenden Sattel (Hohenverfahren) beriicksichtigen, wird
der gesamte j-Bereich abgedeckt. Die relative Wichtigkeit des fiihrenden Sat-
tels nimmt mit wachsendem j zu, wihrend das Verfahren des steilsten Abstiegs
instabil wird. Fiir grofie j betragt der semiklassische Fehler etwa 3 % des mitt-
leren Abstands 27 /(2j+1). Ab j = 200 wird auch das Héhenverfahren instabil;
der winzige Anstieg des relativen Fehlers bei j = 200 liegt bereits an fehlerhaft
approximierten Quasimatrixelementen. Zum Vergleich sind die Ergebnisse der
gleichformigen Approximation (Kapitel 3) mit eingezeichnet.
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relative Fehler schlagartig auf einen Wert > 1 an und erlaubt es nicht
mehr, das Spektrum aufzulésen.

Desweiteren ist in Abb. 4.4 zum Vergleich das Ergebnis von Kapi-
tel 3, der relative Phasenfehler der gleichférmigen Approximation ohne
bzw. mit Oszillator-Korrektur in der |j, m)-Basis, dargestellt.

4.5 Bemerkungen zur Numerik

Zur Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems (4.6) stellt uns die
numerische Mathematik eine Auswahl von Standardalgorithmen zur Ver-
fligung, zum Beispiel den in dieser Arbeit verwendeten Q-Z-Algorithmus
oder die Cholesky-Zerlegung der Matrix (Ay;) [31]. Beide Verfahren ha-
ben sich fiir das vorliegende Problem als wesentlich stabiler erwiesen als
das Invertieren der Matrix (Ay;) oder eine Orthonormalisierung der aus
kohérenten Zustéanden bestehenden Basis.

Vor der Ausfithrung der Summe im exakten Quasimatrixelement
(T|Flv), Gleichung (4.12) miissen die Summanden der Grofe nach sor-
tiert und vom kleinsten zum gréfiten aufsummiert werden. Andernfalls
gehen die kleinen Beitréige infolge numerischer Fehler verloren, was sich
in den Eigenwerten als relativer Fehler in der Grofenordnung 1073 be-
merkbar macht.

Die Suche nach den Integrationswegen sowohl nach dem Hohenver-
fahren als auch — in noch starkerem Mafse — nach dem Verfahren des steil-
sten Abstiegs ist extrem rechenaufwendig. Gegeniiber der Rechenzeit, die
zum Aufstellen der semiklassisch approximierten Matrix bendtigt wird,
kann das Diagonalisieren der Matrix vernachlassigt werden. Dies gilt fiir
alle betrachteten j, obwohl die fiir die Suche nach Integrationswegen
bendtigte Rechenzeit wie j2, die der Diagonalisierung mindestens wie
j3 wichst. (Fiir die quantenmechanisch exakte Matrix existieren keine
derartigen Probleme.)

Fiir hinreichend genaue numerische Ergebnisse fiir die Eigenwerte ist
es auerdem notwendig, die kohdrenten Zustdnde moglichst gleichméafig
auf der Kugeloberfliche anzuordnen. Bei einer rein zufélligen Verteilung
kommen sich die Punkte gelegentlich nahe, so daf die kohérenten Zustén-
de ,fast linear abhingig” werden. Dies fiihrt zu grofsen Zwischenergebnis-
sen wahrend der numerischen Diagonalisierung, welche die Ausloschung
kleinerer, wichtiger Beitrdage und letztlich falsche Eigenwerte zur Folge
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haben. Tatséchlich ist es so, daff sich bereits harmlos wirkende Abwei-
chungen von einer gleichméfigen Verteilung deutlich auf die Qualitdt des
Ergebnisses auswirken. Zum Beispiel scheiterte der Versuch, koharente
Zusténde auf periodischen Bahnen zu plazieren und diese als Basis zu
verwenden, an dieser Hiirde.

Um eine moglichst gleichméfige Verteilung von Punkten auf einer
Kugeloberflache zu erzielen, wurden diese zunéichst zuféllig verteilt, dann
mit einem abstoflenden Coulomb-Potential versehen, um sich unter dem
Einflufs allméhlich stérker werdender Reibung auf der Kugeloberflache
bis hin zu einem Gleichgewichtszustand zu bewegen. Abb. 4.5 illustriert
das Ergebnis fiir 101 Punkte, also mogliche Mittelpunkte von kohérenten
Zusténden einer Basis fiir 7 = 50. Zum Vergleich ist auch eine zufallige
Verteilung von 101 Punkten auf einer Kugeloberfliche dargestellt.

Als Ma# fiir die Qualitéit der gleichméfigen Verteilung dient die Ab-
standsverteilung néchster Nachbarn. Abb. 4.6 zeigt ein Histogramm fiir
n = 5000 Punkte. Die ,néchsten Nachbarn“ eines Punktes sind hier-
bei definiert als die bis zu sechs néchstgelegenen Punkte, deren Ab-
stand weniger als das v/2fache des Abstandes zum allerniichsten Nach-
barn betrigt. (Ein dhnliches Bild ergibt sich, wenn nur der jeweils al-
lernéchste Nachbar betrachtet wird.) Wahrend bei zufilliger Verteilung
beliebig kleine nichste-Nachbar-Absténde auftreten, ist der néchste-
Nachbar-Abstand der gleichméfigen Verteilung relativ scharf um einen
Wert, verteilt, der beinahe den theoretisch groftmdoglichen Wert von
V4w /n =~ 0.05 erreicht.

Am Rande sei hier das Kuriosum bemerkt, dafs sich acht Punkte
nicht wie die Ecken eines Wiirfels auf der Kugel anordnen — selbst dann
nicht, wenn sie in der Néhe dieser Positionen gestartet wurden. Dies liegt
daran, dafs die Abstdnde zwischen den Eckpunkten eines Wiirfels auf
der Kugeloberflache nicht maximal sind; durch ,Verdrehen* des Wiirfels
wachst der Abstand zwischen den Ecken.

4.6 Sattelpunkt-Naherung 2. Ordnung

Wie in Abschnitt 4.3 gezeigt wurde, liefert die Sattelpunkt-Methode
eine Approximation der Ordnung 1/j eines Integrals der Gestalt
ffooodt exp (jV(t)) und damit fiir jedes einzelne Quasimatrixelement des
Floquet-Operators. Wie man sich stérungstheoretisch leicht {iberlegen
kann, macht sich dies in einer Approximation derselben Ordnung 1/ in
den Eigenwerten bemerkbar.

Da der mittlere Abstand 27/(25 + 1) der Eigenwerte des unitdren
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Abbildung 4.5: Verteilung von Punkten auf einer Kugeloberfliche. Moglichst
gleichméRige (a) und zufillige (b) Verteilung von 101 Punkten auf einer Ku-
geloberfliche. Die Punktdichte am Aquator ist infolge der Verzerrung der
Mercator-Abbildung nur scheinbar grofer als an den Polen. Bei zufalliger Ver-
teilung (b) kommen sich die Punkte teilweise sehr nah, was die Verwertbarkeit
als Stiitzpunkte einer Basis kohdrenter Zustédnden herabsetzt.
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Abbildung 4.6: Histogramm der Absténde ndchster Nachbarn fiir Verteilun-
gen von n = 5000 Punkten auf einer Kugeloberfliche. Bei zufillig verteilten
Punkten treten beliebig kleine néchste-Nachbar-Absténde auf, wihrend die
néchste-Nachbar-Abstéande der gleichméafig verteilten Punkte relativ scharf um
einen Wert verteilt liegen, der beinahe den theoretisch grofstmdoglichen Wert

von y/4m/n & 0.05 erreicht.

Operators F auf dem Einheitskreis ebenfalls wie 1/j verschwindet, ist
nicht von vorneherein klar, daf die Ndherung geniigt, das Spektrum auf-
zulGsen; stattdessen kommt es noch auf die Grofe der Korrekturterme
hoherer, nicht beriicksichtigter Ordnung an. Numerisch wurde ein rela-
tiver Fehler von etwa 3 % festgestellt, es ist daher zu erwarten, dafs der
Vorfaktor a(I',~) in derselben GroRenordnung liegt.

In diesem Abschnitt soll der zu 1/j2 proportionale Korrekturterm
durch eine Sattelpunkt-Ndherung zweiter Ordnung berechnet und damit
das numerische Ergebnis von 3% fiir den relativen Fehler begriindet
werden.

Die Sattelpunkt-Approximationsformel (4.21) fiir ein Integral der
Gestalt ffooodt exp(jV(t)) wurde in Abschnitt 4.3 aus der Entwick-
lung (4.20) des Integranden hergeleitet, indem Beitrige erster Ordnung
mitgenommen wurden. Wenn wir wiederum berticksichtigen, daft jede In-
tegration iiber exp(%5V" (to)(t — to)?)(t — to)®" einen Faktor j—@nt1)/2
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erzeugt, gilt in zweiter Ordnung in 1/5:

+oo +oo
/dtejv(t) ~ Z eIV (to) /dte%jvu(tO)(t*toV
—oo Séattel o
(1 IV (1)t~ to)?
. 2
LGV )t - 0)*)?). (4.39)

Durch Ausintegrieren erhalten wir die Sattelpunkt-Approximationsfor-
mel zweiter Ordnung,

+oo

iV(t) _ iV (to) m 1
/dteﬂ = > ¢ L) (1+ 700 +O( 2)) (4.40)

—00 Sattel

V//// V/// t 2
Qo = J <8 V//(( )) - % V”((t(;)))?’) : (4'41)

mit

Bei der Anwendung auf das semiklassische Quasimatrixelement des
Floquet-Operators des gekickten Kreisels miissen wir diesmal von der
Entwicklung des Exponenten V' (j,t) (4.23) auch den Beitrag %Vg(t) mit-
nehmen, den wir durch seinen Wert am Sattelpunkt ersetzen und vor
das Integral ziehen. Dies fiihrt uns auf

(D|Fly)*k 1T
— Z ( (1_7)2(14_1})2 zk] )
2-(1+1IT*)(1 21“
Sattel (1+ ) (L+77)
1] 201 i Vo(to) ,Va(to) o5 Val(to) +1la
\ Grk € € € \/ f,JVO// (1 i )

> (it o0 (54))

Sattel
2 3
4ikj? v 4ik
.eXp(jSl (1_'_,0)2) <1+2]+J1 1+'U 2)
: (1 n %a(l“,’y)) (4.42)
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mit
V//// V///2

a( ) Va+ o = Va + 8 V//2 24 V1”3 : (4'43)

Hierbei ist V5 wie in (4.26),

v v
Vo = k? 4.44
2 (1+v)2 1+v (4.44)
Mit den Abkiirzungen
t

w=v—i, W=-—=_°% (4.45)

1+w 2k:w

lassen sich die in «(I',7) enthaltenen Terme als Polynome in W aus-
driicken,

Vo= koW - W, (4.46)
V"= 2(W = 3W2 4 2W3)w?, (4.47)
74 2(W — TW?2 + 12W3 — 6W*)w?. (4.48)

Man kann nun die Approximation zweiter Ordnung zur Berechnung
semiklassischer Spektren verwenden, deren absoluter Phasenfehler sich
wie 1/j2 verhilt und deren relativer Phasenfehler demnach fiir j — oo
wie 1/j verschwindet. Abbildung 4.7 zeigt, daf dies in der Tat der Fall ist
und wir somit eine Naherung gefunden haben, die im Grenzfall j — oo
nicht nur ihre Giiltigkeit behélt, sondern sogar an relativer Genauigkeit
gewinnt.

Es stellt sich nun heraus, daf der Korrekturterm «(T',7) effektiv
kaum von I' und ~ abhéngt. Abblldung 4.8 zeigt Werte von a(T,~) fir
1490 verschiedene Paare (I',7); die Werte héufen sich in der Nahe von
a(I',v) = —0.1 — 0.064. Um diese scharfe Verteilung quantitativ zu er-
fassen, wird in Abb. 4.9 ein Histogramm des Real- und Imaginérteils von
a(T',v) gezeigt.

Die scharfe Verteilung des Korrekturfaktors «(T', v) motiviert es, die-
sen zur Berechnung der Approximation zweiter Ordnung durch seinen
Mittelwert zu ersetzen. Wie in Abb. 4.7 erkennbar, bleibt der relative
Phasenfehler der Approximation 2. Ordnung hierbei praktisch derselbe;
flir grofle j treten Abweichungen auf, bei denen aber das Ergebnis mit
gemitteltem «(T', ) sowohl schlechter als auch besser sein kann als das
Ergebis mit exaktem a(T, 7).

78



T T T T TTT‘ T T T T T T TT{ T T T L
r Fithrender Sattel O 7
r Alle Sattel O 1
10 & 2. Ordnung + <
Ap F 2. Ordnung, o gemittelt x 3
2r/(2j+1) L ]
1E E
L * Q * ]
0.1 & ® o ® i E
E O ]
i opOo 8 1
r x © 000 00 ]
001 ¢ * % 3
F % + ]
L X i
L x 4 A
0.001 & -
E 1 1 1 11 1111 1 1 1 1 1 1 lll 1 1 1 111 llA
1 10 100 1000
J

Abbildung 4.7: Relativer Phasenfehler des Floquet-Spektrums in zweiter Ord-
nung Sattelpunkt-Naherung in Abhéngigkeit von j fir 8 = 7/2, k = 8. In
zweiter Ordnung Sattelpunkt-N&herung verschwindet der absolute Fehler fiir
j — oo wie 1/42, der relative Fehler wie 1/4. Dies wird erst in dem Bereich
j 2,20 sichtbar, in dem die Korrektur zweiter Ordnung nicht mehr von den
fehlenden Beitrdgen mehrerer Séttel verborgen wird. Wird der Korrekturterm
a(T',v) durch seinen Mittelwert ersetzt, dndert sich der relative Phasenfehler
nicht wesentlich.
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Abbildung 4.8: Der Korrekturfaktor «(I",7y). Der komplexe Korrekturfaktor
a(T, ) wurde fiir 1490 verschiedene Paare (I",7y) berechnet. In der Nihe von
—0.1 — 0.06 ¢ héufen sich die Werte.

Wenn wir nun o = «(T,7) als konstant voraussetzen, besteht der
Unterschied zwischen dem semiklassischen Quasimatrixelement erster

Ordnung (I‘|F|’y>Sk und zweiter Ordnung (F\Fh)Sk I ur noch in einer
Multiplikation mit der Konstanten 1+ a/j. Durch Anwendung der St6-
rungstheorie konnen wir diese Abweichung in den Quasimatrixelementen
in eine Abweichung in den Eigenwerten umrechnen; die komplexe Phase
arg(l + a/j) ~ Ima/j des Korrekturfaktors ist in erster Ordnung Sto-
rungstheorie der Abweichung in den Eigenphasen gleichzusetzen. Wir
kénnen daher aus dem Mittelwert —0.065 (oder aus dem wahrschein-
lichsten Wert —0.067) des Imaginérteils von «(T',v) auf eine absolu-
te Phasenkorrektur zweiter Ordnung Sattelpunkt-Néherung von 0.065/5
schlieffen. Wenn wir héhere Ordnungen der Sattelpunkt-Néherung ver-
nachléssigen, ist dies gerade der absolute Phasenfehler der Sattelpunkt-
Né#herung erster Ordnung. Umrechnung auf einen relativen Fehler ergibt
den Wert (0.065/4)/(27/(2j + 1)) =~ 0.021, also etwas weniger als die
3%, die wir als relativen Fehler der Sattelpunkt-Niaherung numerisch
festgestellt hatten (siche Abb. 4.4 oder 4.7).
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Abbildung 4.9: Histogramm von Real- und Imaginérteil des Korrekturfaktors
a(T",v). Sowohl Real- als auch Imaginérteil des Korrekturterms «(T",v) sind
relativ scharf um ihre wahrscheinlichsten Werte —0.107 bzw. —0.067 verteilt.

Damit wurde ein Verfahren vorgestellt, Quasimatrixelemente des
Floquet-Operators in einer aus kohérenten Zustdnden bestehenden Basis
quantenmechanisch und semiklassisch zu berechnen. Das Verfahren ist
stabil bis j <15 (Verfahren des steilsten Abstiegs) bzw. j <150 (Hohen-
verfahren) und 148t sich auf hohere Ordnungen in 1/j verallgemeinern.
Der Approximationsfehler erster Ordnung wurde durch Betrachtung der
zweiten Ordnung abgeschétzt.
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Kapitel 5

Dynamisches Tunneln

In diesem Kapitel werden einige Hilfsmittel vorgestellt, die es uns erlau-
ben, quantenmechanische Eigenschaften und Strukturen im Phasenraum
des gekickten Kreisels einander zuzuordnen. Es wird eine semiklassische
Methode zur Bestimmung requldrer Figenzustinde entwickelt und auf
das Phénomen des dynamischen Tunnelns angewendet. Hierbei wird all-
gemein gezeigt und am Beispiel des gekickten Kreisels numerisch belegt,
wie sich das Fehlen von Symmetrieentartungen auf chaosunterstiitztes
Tunneln auswirkt.

5.1 Symmetrien

Um die Symmetrien besser kontrollieren und beobachten zu kénnen, be-
trachten wir in diesem Kapitel einen leicht modifizierten gekickten Krei-
sel, bei dem der Drehimpuls in jeder Periode vier Drehungen unterzogen
wird:

1. Rotation um den Winkel 3/2 um die y-Achse,
2. Torsion proportional zur Kickstirke & um die z-Achse.
3. Rotation um den Winkel ¥’ um die z-Achse,

4. Rotation um den Winkel 5/2 um die y-Achse,

Die beiden Drehungen um die z-Achse sind miteinander vertauschbar.
Indem wir die Rotation um die y-Achse aufgeteilt und somit die z-Torsion
in die Mitte der Periode gelegt haben, wird die Zeitumkehrsymmetrie
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Abbildung 5.1: Phasenraumportrait des gekickten Kreisels fiir 8 = 1, k =
3.5, ¥ = 0. Die mit ¥ = 0 zusammenhingende Symmetrie bzgl. der -
Achse bei 0 = 7/2 schliagt sich quantenmechanisch im Floquet-Spektrum in
Gestalt von Paaren beinahe-entarteter Figenphasen nieder. Der . instantane
Kick“ (Torsion) findet hier — im Gegensatz zu Abb. 2.5 und 2.6 — in der Mitte
einer Zeitperiode statt; ansonsten wire die mit &’ = 0 zusammenhingende
Symmetrie nicht in dieser Weise erkennbar.

des betrachteten gekickten Kreisels offenbar: Wenn wir die Drehungen
in der umgekehrten Reihenfolge anwenden, erhalten wir einen anderen
gekickten Kreisel desselben Typs mit anderen (negativen) Parametern
B, k und k. (Dies wére z. B. nicht mehr der Fall, wenn man eine dritte
Drehung um die z-Achse hinzunihme.)

Die hinzugenommene lineare Drehung um die z-Achse liefe sich im
Prinzip mit der Rotation um die y-Achse zu einer Rotation um eine
schriage Achse zusammenziehen. Die Eigenschaft & = 0 ist somit Aqui-
valent zu der Eigenschaft, dafs Rotations- und Torsionsachse aufeinander
senkrecht stehen.

Abbildung 5.1 und 5.2 zeigen Phasenraumportraits (Poincaré-
Schnitte) des gekickten Kreisels fir § = 1, ¥ = 3.5 und & = 0
bzw. k' = 1. Dies ist ein Parameterbereich, in dem der Phasenraum
Bereiche sowohl regulérer als auch chaotischer Dynamik enthéalt — der
Fall, der uns in diesem Kapitel interessieren wird.

Fiir ¥’ = 0 existieren zwei zueinander symmetrische elliptische Fix-
punkte in der Ndhe der Pole, umgeben von groffen Stabilitdtsinseln. Ein
weiterer elliptischer Fixpunkt befindet sich am Aquator. Der gesamte
Poincaré-Schnitt ist symmetrisch zur Horizontalen § = 7/2 und zur y-
z-Ebene, die sich uns in der Mercator-Projektion als zwei senkrechte
Geraden bei ¢ = /2 und bei ¢ = 37/2 prisentiert.
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Abbildung 5.2: Phasenraumportrait des gekickten Kreisels fir 8 =1, k = 3.5,
k' = 1. Die einzige noch vorhandene Symmetrie ist die Zeitumkehrsymme-

trie — im Bild sichtbar als Achsensymmetrie bzgl. zweier vertikaler Achsen
bei ¢ = 7/2 und bei ¢ = 37w/2 (rdumlich: y-z-Ebene). Quantenmechanisch
verschwinden fiir k¥’ # 0 die symmetriebedingten Beinahe-Entartungen im
Floquet-Spektrum.

Fiir &’ = 1 erkennen wir zwei grofe, zueinander nicht symmetrische
Stabilitdtsinseln mit jeweils einem elliptischen Fixpunkt. Die Symme-
trie des Poincaré-Schnitts bzgl. der horizontalen Achse § = 7/2 ist ver-
schwunden; diese Symmetrie kann somit der durch ¥’ = 0 hervorgeru-
fenen Symmetrie zugeordnet werden, daf Rotations- und Torsionsachse
aufeinander senkrecht standen. Die Symmetrie bzgl. der y-z-Ebene ist
weiterhin vorhanden; hierbei handelt es sich um eine Auswirkung der
Zeitumkehrsymmetrie.

Die quantenmechanische Beschreibung des Systems geschieht durch
einen Floquet-Operator der Gestalt
. : k 2 / .
F= e_Zg‘]ye_Z(?j‘HJz Tk Jz)e_lg‘]y. (5.1)
Die Verteilung der y-Drehung auf zwei Operatoren exp(gJy) wirkt sich
nicht auf das Spektrum, wohl jedoch auf die Eigenfunktionen aus.
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5.2 Husimi-Funktion auf der
Kugeloberflache

Wir haben kohérente Zustéande kennengelernt als solche quantenmecha-
nische Zusténde, die — im Rahmen der Unschérferelation — einer be-
stimmten Ausrichtung des Drehimpulsvektors entsprechen. Da der Pha-
senraum des gekickten Kreisels die Menge aller mdglichen Ausrichtungen
des Drehimpulsvektors ist, entspricht der kohérente Zustand somit einem
Punkt im Phasenraum. Unter Beriicksichtigung der Unschérfe sollte man
eher von einer lokalisierten Wolke im Phasenraum sprechen; diese Wol-
ke soll nun im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion definiert
und dabei auf beliebige quantenmechanische Zusténde verallgemeinert
werden.

Gegeben sei ein quantenmechanischer Zustand |¢) sowie ein Punkt
~ im Phasenraum. Die Wahrscheinlichkeitsdichte nach Husimi (Husimi-
Funktion), den Zustand |¢) im Phasenraumpunkt v zu finden, ist defi-
niert als die auf den Phasenraum normierte Ubergangswahrscheinlichkeit
von |¢) zu einem im Punkt v lokalisierten kohérenten Zustand |v),

pr(¥,7) = [ (v[¥) |, (5.2)

Die Betrachtung als Wahrscheinlichkeitsdichte wird durch die Eigen-
schaften gerechtfertigt, dal py iiberall positiv und normiert ist,

[ ot = [ G55 ) o) = Wl = 1. (53)
C

Phasenraum

Die Darstellung eines quantenmechanischen Zustands durch seine
Husimi-Funktion ist bis auf einen komplexen Phasenfaktor eindeutig:
Wie wir durch Einschieben einer Eins in der Standardbasis |j, m) erken-
nen, ist die Funktion (y|¢)) ein Polynom auf der Riemannschen Zahlen-

kugel,
(1) = (1+77") }:7 () Ga—nle). (G

Durch die Betragbildung geht ein gemeinsamer Phasenfaktor verloren;
davon abgesehen sind die 2j + 1 Entwicklungskoeffizienten (j, m|v) und
damit der Zustand |¢) durch die 2§ Nullstellen der Husimi-Funktion
eindeutig bestimmt. Es ist sogar moglich — und Gegenstand aktueller
Forschung [32] —, die Dynamik eines Systems nur anhand der Dynamik
dieser Nullstellen zu studieren.
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In Systemen mit flachem Phasenraum, z.B. solchen mit einer
Hamilton-Funktion der Gestalt H = p?/(2m) + V(x,t), unterliegen die
kohérenten Zustidnde einer gewissen Willkiir, ndmlich der Wahl einer Os-
zillatorfrequenz, d. h. des Umrechnungsfaktors zwischen Ort und Impuls
bei der Verteilung der Unschérfe auf beide Grofen. In unserem System
besteht eine solche Wahlfreiheit nicht; kohdrente Zustédnde auf der Kugel
und damit auch die Husimi-Funktion sind eindeutig definiert.

Die Husimi-Funktion ist nicht die einzige Moglichkeit, quantenme-
chanische Grofen im Phasenraum darzustellen. Sehr bekannt ist auch
die Quasiwahrscheinlichkeitsdichte nach Wigner (Wigner-Funktion). Es
besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Husimi- und der Wigner-
Funktion [33]: Die Husimi-Funktion geht durch Faltung mit einer Gauf-
funktion aus der Wigner-Funktion hervor. Da die Wigner-Funktion auch
negative Werte annehmen kann und dariiberhinaus auf der Langenskala
T oszilliert (Husimi-Funktion: \/ﬁ), erweist sich die Husimi-Funktion in
unserem Zusammenhang als zweckméfiger.

5.3 Regulare und chaotische Eigenzustande

Bei einer Untersuchung der Eigenzustéinde des Floquet-Operators des ge-
kickten Kreisels mit Hilfe der Husimi-Funktion stellt sich heraus, daf sich
klassische Strukturen im Phasenraumportrait in den Husimi-Funktionen
der Eigenzusténde widerspiegeln [34, 35].

Abbildung 5.3 und 5.4 zeigen Husimi-Funktionen typischer Eigenzu-
stdnde des gekickten Kreisels fiir j =50, 8 =1,k = 3.5 und k' = 1, also
flir den generischen Fall ohne Symmetrien; im Phasenraum existieren so-
wohl Bereiche regulérer als auch chaotischer Dynamik (Abb. 5.2). Beim
Vergleich der Husimi-Funktionen mit dem Poincaré-Schnitt stellt sich
heraus, dafs die Eigenzusténde in zwei Klassen eingeordnet werden kon-
nen: Solche Zustidnde, deren Husimi-Funktionen nur innerhalb der Inseln
lokalisiert sind und solche, deren Husimi-Funktionen die Stabilitdtsin-
seln gewissermafsen aussparen. Derartige Minima der Husimi-Funktion
infolge von Stabilitédtsinseln werden in der Literatur auch als ,Narben*
(“scars”) bezeichnet [35].

Die Form der reguldren Zustidnde (im Sinne der Lokalisierung ihrer
Husimi-Funktion) folgt den KAM-Tori der klassischen reguléren Dyna-
mik. Die Zusténde konnen Kreis- oder Ringform haben, was eine Ana-
logie zur semiklassischen Quantisierungsregel nach Bohr und Sommer-
feld [2, § 48| darstellt, bei welcher die von einer geschlossenen Trajekto-
rie eingeschlossene Flache im Phasenraum gleich einer Konstanten plus

86



3

[\

7/

=]

N

[\

™/

o

3

)

7/

[e=]

0 ™ © 21 0 ™ © 27

Abbildung 5.3: Reguldre Eigenzustdnde des gekickten Kreisels fiir j = 50,
B =1, k =35, ¥ =1 (asymmetrischer Fall). Die Husimi-Funktionen der
Eigenzustinde im Phasenraum sind gemé#f der Farbskala von blau (0) iiber
griin (1/3) und gelb (2/3) bis weifl (1) dargestellt. Die Husimi-Funktionen
reguldrer Eigenfunktionen zeigen starke Lokalisation innerhalb der klassischen
Stabilitdtsinseln (vgl. Abb. 5.2). Anhand der Anzahl ihrer Nullstellen innerhalb
der Stabilitdtsinseln lassen sich die Eigenzusténde als Grundzustinde (obere
Reihe) bzw. angeregte Zustinde (mittlere und untere Reihe) klassifizieren.
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Abbildung 5.4: Chaotische Eigenzustdnde des gekickten Kreisels fiir j = 50,
B =1,k =35,k =1 (asymmetrischer Fall). Die Husimi-Funktionen chao-
tischer Eigenfunktionen (Farbdarstellung wie in Abb. 5.3) sind im klassisch
chaotischen Bereich lokalisiert und meiden die Stabilitétsinseln (vgl. Abb. 5.2).
Manche Zustéinde (untere Reihe) ordnen sich dabei um die Inseln herum an;
diese speziellen chaotischen Zustédnde heifsen auch Randzustinde.
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einem ganzzahligen Vielfachen von % sein mufs, damit ein Quantenzu-
stand derselben Energie existiert. Der kleinste ,,Ring* entartet zu einem
Wellenpaket und stellt den Grundzustand innerhalb der Stabilitétsin-
sel dar. Die anderen Ringe entsprechen angeregten Zustinden, geordnet
nach dem eingeschlossenen Phasenraumvolumen des zugrundeliegenden
KAM-Torus. Man kann zeigen, dafs sich dieselbe Ordnung fiir die ange-
regten Zusténde ergibt, wenn man die Nullstellen der Husimi-Funktion
innerhalb des KAM-Torus zahlt. Dies ist eine Analogie zum Verhalten
angeregter Zusténde in gebundenen Systemen in Ortsdarstellung, bei
denen die Anzahl der Knoten der Wellenfunktion der Ordnungszahl des
angeregten Zustands geméafs seiner Energie entspricht.

Eine Besonderheit stellen die Randzustinde dar (Abb. 5.4), welche
bereits vollstdndig im chaotischen Bereich lokalisiert sind (und daher
hier zu den chaotischen Eigenzustdnden gezdhlt wurden), sich ansonsten
aber in jeder Hinsicht wie angeregte reguldre Zustdnde verhalten. Eine
derartige ,,quantenmechanische Fortsetzung der Regularitdt in den chao-
tischen Bereich“ ist auch von anderen Systemen her bekannt [34, 36, 37]
und Gegenstand aktueller Forschung.

Im symmetrischen Fall mit &" = 0 (Abb. 5.5) weisen auch die Husimi-
Funktionen der Eigenzustéinde dieselben Symmetrien auf. Da die Stabi-
litdtsinseln an den Polen zueinander symmetrisch sind, erwartet man
regulére Zustidnde innerhalb der Inseln mit zunéchst gleichen Eigenwer-
ten, was als Symmetrieentartung bezeichnet wird. Im gesamten System
hingegen wird die Symmetrieentartung zu einer Beinahe-Entartung auf-
gehoben, und die Eigenfunktionen bilden eine symmetrische und eine
antisymmetrische Uberlagerung. In der Husimi-Darstellung erkennt man
hiervon nur, daf die reguldren Eigenfunktionen stets paarweise auftre-
ten und die zugehorigen Eigenwerte nahezu gleich sind. In Abschnitt 5.5
werden wir in Zusammenhang mit dynamischem Tunneln auf diese Auf-
spaltung symmetrieentarteter Eigenwerte zuriickkommen.

5.4 Semiklassische Niaherung
regularer Eigenzustinde

In diesem Abschnitt wollen wir ein unmittelbares Analogon der Bohr-
Sommerfeld-Quantisierung regulérer Systeme fiir die Bereiche reguldren
Verhaltens des gekickten Kreisels konstruieren.

Wenn wir die stationdre Wellenfunktion des ,,Grundzustands® inner-
halb einer der Stabilitdtsinseln raten wollen, bietet es sich als erste Idee
an, einen kohérenten Zustand an der Stelle des Fixpunkts zu lokalisie-
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Abbildung 5.5: Reguldre und chaotische Eigenzustdnde des gekickten Kreisels
fiir j = 50, 8 =1, k = 3.5, ¥ = 0 (symmetrischer Fall). Die Eigenzustéinde re-
spektieren Symmetrien des Phasenraums (vgl. Abb. 5.1). Dargestellt sind die
Husimi-Funktionen zweier chaotischer Zusténde (obere Reihe), zweier Rand-
zusténde (mittlere Reihe) und zweier reguldrer Zusténde, ndmlich des Grund-
zustands (unten links) und des fiinften angeregten Zustands (unten rechts)
innerhalb der linken Stabilitétsinsel — erkennbar an den fiinf Nullstellen inner-
halb der Insel.
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ren. Wenn man dies tut und anschlieRend durch iteratives Anwenden
des Floquet-Operators die Zeitentwicklung des praparierten Zustands
betrachtet, stellt man fest, daft das Wellenpaket die Stabilitdtsinsel zwar
nicht verléaft, dort aber seine Form veréndert, so daf von einem statio-
néren Zustand nicht die Rede sein kann. Dies liegt daran, dafs der dem
kohérenten Zustand zugrundeliegende |j, j)-Zustand einem ,kreisférmi-
gen“ Fleck im Phasenraum entspricht, die Stabilitdtsinseln hingegen im
allgemeinen ,elliptische* Form haben. Es ist daher zu erwarten, dafs eine
allgemeinere Klasse von Wellenpaketen, die auch elliptische Form an-
nehmen koénnen, eine bessere Néherung fiir den Grundzustand innerhalb
einer Stabilitdtsinsel ermoglicht.

In Systemen mit flachem Phasenraum bezeichnet man Zustdnde mini-
malen Unschérfeprodukts, die einen elliptischen Bereich im Phasenraum
einnehmen, als gequetschte Zustinde. Im folgenden soll eine Moglichkeit
aufgezeigt werden, gequetschte Zusténde fiir ein Spinsystem zu konstru-
ieren.

Wie bei kohédrenten Zustédnden, starten wir mit dem Zustand |7, j)
der Standardbasis, unterziehen ihn jedoch den folgenden Operationen:

1. Torsion um die z-Achse mit Torsionsparameter A,
2. Rotation um die z-Achse um einen Winkel g,

3. Drehung um eine schriage Achse, so daf der Schwerpunkt die Po-
larkoordinaten ¢ und 6 erhélt.

In Formeln ausgedriickt, definieren wir einen gequetschten Zustand
flir ein Spinsystem durch

(6,00, 1) = e7 9T Whgie i TN Gy (55)

Um nun eine semiklassische Ndherung fiir den Grundzustand des ge-
kickten Kreisels innerhalb einer Stabilitdtsinsel zu erhalten, lesen wir die
Koordinaten ¢ und 6, den Quetschparameter A sowie die Quetschrichtung
w1 aus den Eigenschaften der Stabilitétsinsel folgendermafsen ab:

1. Durch die klassische Abbildung sind die KAM-Tori innerhalb der
Insel definiert und in gut handhabbarer Weise parametrisiert. Wir
suchen zunéchst denjenigen KAM-Torus, dessen eingeschlossene
Flache im Phasenraum dem Wirkungsquantum % = 1/ entspricht.

91



2. Der KAM-Torus wird durch eine flichengleiche Ellipse mit kleiner
Halbachse a und grofler Halbachse b approximiert. Der Schwer-
punkt der Ellipse definiert die Koordinaten ¢ und 6. Dies sind
néherungsweise die Koordinaten des Fixpunkts.

3. Der Quetschparameter A wird aus dem Verhéltnis der Halbachsen
bestimmt,

A=/ 1. (5.6)

4. Zur Bestimmung der Quetschrichtung p drehen wir die Ellipse an
den Pol der Phasenraumkugel. Wenn o den Winkel zwischen der
groften Achse der am Pol befindlichen Ellipse und der z-Achse be-
zeichnet, ergibt sich u durch

i = a+ arctan \. (5.7)

Mit demselben Verfahren kénnen wir auch angeregte Zusténde in-
nerhalb der Stabilitdtsinseln approximieren, indem wir anstelle des Zu-
stands |7, j) andere Eigenzusténde |j,5 — 1), |4,7 — 2), ..., |4,j — n) zur
Konstruktion des ersten, zweiten, ..., n-ten angeregten Inselzustands
heranziehen. In diesem Fall wihlen wir einen KAM-Torus der Fliche
nh = (n+1)/j, dessen Existenz gleichzeitig ein grobes Kriterium fiir die
Existenz des Eigenzustands liefert.

Bei Iteration des semiklassisch approximierten Eigenzustands mit
dem exakten Floquet-Operator bleibt der Zustand ndherungsweise sta-
tionar und gewinnt lediglich eine komplexe Phase, die Eigenphase. Auf
diese Weise ist es moglich, den reguldren Teil des Floquet-Spektrums
des gekickten Kreisels approximativ zu gewinnen, ohne den Floquet-
Operator numerisch diagonalisieren zu miissen, was von hoher prakti-
scher Bedeutung sein kann.

Abbildung 5.6 zeigt das komplette exakte Floquet-Spektrum des ge-
kickten Kreisels fiir j = 10, § = 1 und ¥’ = 1 als Funktion von k
sowie die semiklassisch gendherten Eigenphasen der Grundzustédnde in
beiden Stabilitéitsinseln. Bis auf diejenigen Stellen, an denen sich zwei
Eigenphasen nahekommen und eine vermiedene Kreuzung eintritt, er-
moglicht die Approximation iiberall eine eindeutige Identifikation der
reguldren Grundzusténde. Bei den vermiedenen Kreuzungen tritt dyna-
misches Tunneln ein, worauf in den néchsten Abschnitten noch ndher
eingegangen werden wird.
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Abbildung 5.6: Floquet-Spektrum des gekickten Kreisels fiir j = 10, § = 1
und k' = 1 als Funktion von k. Die Kreuzungen zwischen den Linien der
Eigenphasen als Funktion von k sind nur scheinbar; in Wirklichkeit handelt es
sich um vermiedene Kreuzungen. Fiir die Grundzustdnde der in beiden Inseln
lokalisierten Eigenzustédnde ist die semiklassische Naherung an die Eigenphase
(gepunktete Linie) mit eingezeichnet. Die Naherung ermdglicht — bis auf Para-
meterwerte mit vermiedenen Kreuzungen — eine eindeutige Identifizierung der
reguldren Eigenzustande.

In Abb. 5.7 ist der {iber k gemittelte Fehler der semiklassisch gené-
herten Grundzustands-Figenphasen als Funktion der Drehimpulsquan-
tenzahl j = 1/h dargestellt. Obwohl bei der Niaherung der Eigenfunktio-
nen nur klassische Eigenschaften des Systems verwendet wurden, ist der
relative Fehler der gendherten Eigenphase auch fiir kleine j klein genug,
um den Eigenwert auflésen zu kénnen. Erstaunlicherweise funktioniert
die N&herung fiir kleine j sogar besser als im semiklassischen Grenzfall
Ji> 1.

5.5 Dynamisches Tunneln

Unter dynamischem Tunneln versteht man — grob gesprochen — Tunneln
im Phasenraum: Ein quantenmechanisches Wellenpaket wird — im Sinne
seiner Husimi-Funktion — in einem Bereich des Phasenraums gestartet;
nach einiger Zeit ist es dann ganz oder teilweise in einem anderen, klas-
sisch unzugéinglichen Bereich des Phasenraums lokalisiert. In den letzten
Jahren wurde dynamisches Tunneln in einer Vielzahl von Modellsyste-
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Abbildung 5.7: Fehler der mit Hilfe von gequetschten Zustdnden ermittelten
Eigenphasen als Funktion von j. Trotz der semiklassischen Natur der Néa-

herung ist der relative Fehler der Eigenphasen fiir kleine j geringer als im
semiklassischen Grenzfall j > 1.

men untersucht [36, 38, 39].

Fiir ein besseres Verstédndnis des dynamischen Tunnelns empfiehlt es
sich, voriibergehend ein anderes Modellsystem heranzuziehen. Ein Sy-
stem, in dem sich dynamisches Tunneln besonders anschaulich présen-
tiert, ist das Ringbillard 36, 40].

Wie in Abb. 5.8 dargestellt, besteht das Ringbillard aus der Fléche
zwischen zwei exzentrisch ineinandergeschriebenen Kreisen. Ein inner-
halb der Flache frei beweglicher Partikel kann mit den Wénden elastisch
stofsen. Es handelt sich um ein autonomes System mit zwei Freiheitsgra-
den und Energieerhaltung. Da im allgemeinen keine weiteren Bewegungs-
integrale existieren, ist das System in der Lage, chaotische Dynamik aus-
zufithren. Fiir bestimmte Anfangsbedingungen jedoch (in Abb. 5.8 sind
zwei Spezialfiille dargestellt) kann auch regulires Verhalten eintreten.
Unter diesen speziellen Voraussetzungen gibt es eine weitere Erhaltungs-
grofe (in Abb. 5.8 ist es der Drehimpuls), die es uns erlaubt, das System
vollstandig durch Winkel- und Wirkungsvariable zu beschreiben.
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Abbildung 5.8: Klassisch verbotener Ubergang im Ringbillard. Die Drehim-
pulserhaltung verbietet einem klassischen Teilchen, seinen Drehsinn in der dar-
gestellten Weise zu &ndern. Quantenmechanisch ist der Ubergang maglich und
wird als dynamisches Tunneln bezeichnet.

Im Phasenraum stellen sich die Bereiche reguldren Verhaltens als
Stabilitédtsinseln dar. In einem Poincaré-Schnitt, in welchem wir den Po-
larwinkel und den Drehimpuls bzgl. des Mittelpunkts des grofien Kreises
gegeneinander auftragen, erhalten wir qualitativ das in Abb. 5.9 darge-
stellte Bild: Fiir betragsméafig grofe Drehimpulse ist die Dynamik regu-
lar, ansonsten chaotisch. (Fiir genauere Betrachtungen zum Ringbillard
sei auf [36] und enthaltene Referenzen verwiesen.)

Es ist nun klar, daf ein wie in Abb. 5.8 (a) umlaufendes Teilchen
klassisch diesen Zustand immer beibehalten wird. Quantenmechanisch
hingegen ,spiirt* das aufen umlaufende Teilchen die innere Kreisscheibe
und kann in den Zustand (b) iibergehen. In Analogie zum klassisch verbo-
tenen Durchgang eines Teilchens durch eine Energiebarriere bezeichnen
wir dieses Verhalten als dynamisches Tunneln.

Die Anschauung legt nahe, daft auch das quantenmechanische Teil-
chen seine Bewegungsrichtung nicht spontan umkehrt, sondern vielmehr
erst einen — chaotischen — Zwischenzustand annimmt, aus dem es dann
mit umgekehrter Drehrichtung wieder als regulér umlaufendes Teilchen
hervorgeht. Dies ist das chaosunterstitzte Tunneln, von dem im néch-
sten Abschnitt die Rede sein wird. Wir halten auferdem fest, dafl nicht
nur der Ubergang zwischen verschiedenen Stabilitétsinseln, sondern auch
zwischen einer Stabilitédtsinsel und einem chaotischem Bereich klassisch
verboten ist und wir ihn daher ebenfalls in den Begriff dynamisches Tun-
neln einschlieflen wollen.

Im Phasenraum stellt sich das dynamische Tunnelereignis als ein —
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Abbildung 5.9: Dynamisches Tunneln im Phasenraum des Ringbillards (sche-
matisch). Der klassisch verbotene Ubergang in Abb. 5.8 entspricht im Pha-
senraum einem Ubergang zwischen zwei Stabilititsinseln inmitten eines an-
sonsten chaotischen Bereichs. Die fiir das klassiche Teilchen uniiberwindbaren
KAM-Tori (in diesem Fall: Linien konstanten Drehimpulses) kénnen quanten-
mechanisch durchtunnelt werden.

klassisch verbotener — Ubergang aus einer Stabilitiitsinsel in die ande-
re dar. Anstelle einer Energiebarriere sind es hier die KAM-Tori, also
Uberreste einer zusitzlichen Erhaltungsgréfe, die die Dynamik regulér
werden 14ft, welche fiir das klassische Teilchen undurchdringlich sind.
Im Fall des Ringbillards kénnen wir die in den Inseln vorhandene Erhal-
tungsgrofle als den Drehimpuls identifizieren.

Prinzipiell ist es moglich, durch eine kanonische Transformation die in
den Inseln vorhandene Erhaltungsgrofe auf die Energie abzubilden. Mit
dieser Methode kénnen wir das dynamische Tunneln durch das konven-
tionelle Tunneln eines ,effektiven Teilchens im Ortsraum beschreiben.
In diesem Sinne sind beide Phdnomene dquivalent bis auf das Problem,
daf es fiir den chaotischen Teil des Phasenraums keine natiirliche Wahl
flir eine derartige kanonische Transformation gibt.

Das Studium der Husimi-Funktionen der Eigenzusténde eines Sy-
stems mit dynamischem Tunneln férdert eine weitere Analogie zwischen
konventionellem und dynamischem Tunneln zutage: Vom Tunneln zwi-
schen zwei Potentialtopfen her wissen wir, daf sich in erster Ordnung
Storungstheorie die Eigenfunktionen gleicher Energie zweier getrennter
Topfe symmetrisch bzw. antisymmetrisch zu den Eigenfunktionen des
Doppeltopfes iiberlagern, wobei die Energie des symmetrischen Zustands
geringfiigig niedriger, die des antisymmetrischen geringfiigig hoher ist als
die der Eigenzustinde der getrennten Potentialtopfe. Die Energiediffe-
renz AFE bezeichnen wir als Tunnelaufspaltung, und sie ist eng mit der
Zeit verkniipft, die ein Teilchen benétigt, um von einem Topf in den an-
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deren zu tunneln: Die Wellenfunktion (¢ = 0) des in einem der beiden
To6pfe lokalisierten Teilchens ist eine Uberlagerung %(1/), + 1) zwei-
er Figenfunktionen des Hamiltonoperators, ndmlich v_ zum Eigenwert
E_ und ¥, zum Eigenwert £, = E_ + AFE. Mit diesen Bezeichnungen
lautet die Zeitentwicklung der lokalisierten Wellenfunktion:

Yi(t) = %(Z/J—(t)‘*‘?/br(t))
= (e F I (0) + e 7P (0)
J5e F Pt (0) + e TR Ay (0). (5.8)

Nach der Zeit t = T/2 = nh/AFE ist aus der Uberlagerung %(w, +14)

beider Eigenfunktionen eine Uberlagerung %W— — 14 ) geworden, und
das Teilchen ist nun in dem anderen Potentialtopf lokalisiert. Die Tunnel-
aufspaltung AFE ist umgekehrt proportional zur Periodendauer T dieser
sog. Tunneloszillationen.

Auch im Falle des dynamischen Tunnelns kénnen wir Tunneloszil-
lationen der Husimi-Funktion zwischen zwei klassisch getrennten Berei-
chen beobachten. Fiir den gekickten Kreisel mit Symmetrieentartung
wurden in Abb. 5.5 bereits paarweise auftretende Eigenfunktionen mit
leicht unterschiedlichen Eigenphasen vorgestellt. Analog zum konventio-
nellen Tunneln zwischen zwei Potentialtopfen besteht ein in einer der
beiden Inseln lokalisiertes Wellenpaket aus einer Uberlagerung beider
Eigenfunktionen und oszilliert im Laufe der Zeit zwischen beiden In-
seln hin und her; die Periodendauer T' ist umgekehrt proportional zur
Phasendifferenz Ay,

T =271/Ap. (5.9)

Eine Grenze der Analogie besteht darin, daff wir nicht mehr auf natiir-
liche Weise eine der beiden Eigenfunktionen als ,symmetrisch und ei-
ne als ,antisymmetrisch” identifizieren kénnen: Da die Husimi-Funktion
stets reell und positiv ist, erscheint sie beziiglich der fiir die Entartung
verantwortlichen Symmetrie grundsétzlich symmetrisch.

Abgesehen von den durch Symmetrieentartung hervorgerufenen Tun-
nelereignissen kann es dariiberhinaus vorkommen, daff zwei Zusténde
wzufélligh zundchst dieselbe Eigenphase besitzen und diese Entartung
dann durch dynamisches Tunneln aufgehoben wird. Es ist im System
des gekickten Kreisels nicht schwierig, durch geeignete Wahl der Sy-
stemparameter 3, k und k' Tunneln zwischen einer Stabilitdtsinsel und
dem chaotischen Bereich zu erreichen. Abbildung 5.10 zeigt die Husimi-
Funktionen der jeweils paarweise auftretenden Tunnel-Eigenzusténde fiir
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verschiedene Parameterwerte in der Nahe von 8 =1, k =35und k' =0
bzw. k' = 1; im gezeigten Beispiel von j = 50 geniigte es, den Parameter
k auf drei Nachkommastellen genau zu justieren.

Um fir den Fall des gekickten Kreisels ohne Symmetrieentartung
Tunneln zwischen den Stabilitdtsinseln zu beobachten, ist ein extrem
genaues Justieren der Systemparameter notwendig. (Fiir 7 = 50 waren
es 13 Nachkommastellen des Parameters k.) Um auch diesen Fall mit
realistischem numerischem Aufwand studieren zu kénnen, wurde nach
einem mehrstufigen Verfahren vorgegangen:

1. N#herungsweise Bestimmung der Eigenphasen beider in den Sta-
bilitatsinseln lokalisierten Grundzustédnde iiber einen gewissen Pa-
rameterbereich (3.3 < k < 3.7) mit einer gewissen Schrittweite
(Ak = 0.01) mit Hilfe des in Abschnitt 5.4 beschriebenen semi-
klassischen Verfahrens.

2. Fiir solche Parameterwerte, bei denen sich beide Eigenphasen nahe
kommen, wird mit dem regula-falsi-Verfahren der genaue Parame-
terwert fiir eine Entartung der beiden semiklassischen Eigenphasen
bestimmt.

3. Der in Schritt (2) ermittelte Parameterwert dient nun als Startwert
fiir eine Intervallschachtelung zur Bestimmung der exakten Para-
meter. Da keine exakte Entartung der Eigenphasen vorliegt, wird
an dieser Stelle nicht nach einer Nullstelle in der Differenz der Ei-
genphasen gesucht, sondern nach demjenigen Parameterwert, bei
dem sich zwei Eigenfunktionen als moglichst gleichméRige Uber-
lagerungen von zwei in den Stabilitdtsinseln lokalisierten Wellen-
paketen préasentieren. Als ,in den Stabilitdtsinseln lokalisierte Wel-
lenpakete® finden in diesem Zusammenhang wiederum die in Ab-
schnitt 5.4 eingefiihrten semiklassischen Eigenfunktionen Verwen-
dung.

Durch das Voranstellen von Schritt (1) und (2) kann Schritt (3), in
dem fiir jede Iteration eine Matrix diagonalisiert werden mufl, enorm
abgekiirzt werden.

Ein alternatives, auf der Stérungstheorie basierendes Verfahren wur-
de von Petr A. Braun entwickelt [41].
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Abbildung 5.10: Dynamisches Tunneln beim gekickten Kreisel. Wenn dyna-
misches Tunneln eintritt, treten Paare von Eigenzustdnden auf, die in allen
durch den Tunnelvorgang verbundenen Bereichen lokalisiert sind. Dies kon-
nen eine Stabilitatsinsel und der chaotische Bereich (oben links) oder auch
zwei Stabilititsinseln sein (oben rechts). Im symmetrischen Fall (untere Rei-
he) findet dynamisches Tunneln zwischen beiden Stabilitédtsinseln immer statt

(unten links), und man findet auch Zustidnde, bei denen Tunneln zwischen
beiden Inseln und dem chaotischen Bereich stattfindet (unten rechts).



5.6 Chaosunterstiitztes Tunneln

Am Modellsystem des Ringbillards wurde bereits auf die Anschauung
hingewiesen, daf ein Partikel von einem Zustand mit grofem positivem
Drehimpuls nicht direkt in einen Zustand mit grofsem negativem Drehim-
puls iibergehen wird, sondern daf der Ubergang von einem chaotischen
Zwischenzustand vermittelt wird. Tatséchlich haben Doron und Frischat
in diesem Modell beobachtet, dafs der Tunneliibergang um etliche Gro-
fenordnungen schneller erfolgt, wenn gleichzeitig Tunneln zwischen den
Stabilitdtsinseln und dem chaotischen Bereich stattfindet [36], und somit
reproduziert, was von Tomsovic und Mitarbeitern als chaosunterstiitztes
Tunneln bezeichnet wurde [38]. Als anschauliche Erklarung fiir den be-
schleunigten Tunnelvorgang wird in diesen Arbeiten angefiihrt, daf der
Transport innerhalb des chaotischen Bereichs auf klassisch erlaubten We-
gen erfolgt, so daf insgesamt deutlich kiirzere Strecken im Phasenraum
durch Tunneln {iberwunden werden miissen.

In jedes Tunnelereignis zwischen zwei Stabilitdtsinseln im System des
gekickten Kreisels sind zunéchst zwei Eigenzustidnde involviert. Fiir ei-
ne qualitative Untersuchung des chaosunterstiitzten Tunnelns benétigen
wir ein Mafs fiir die Beteiligung weiterer — chaotischer — Zusténde; das
chaosunterstiitzte Tunneln sollte sich dann in einem monotonen Zusam-
menhang zwischen diesem ,Beteiligungsmaf* Q) und der Tunnelaufspal-
tung Ay dufern: Je stérker chaotische Eigenzustédnde am Tunnelvorgang
beteiligt sind und ihn unterstiitzen, desto schneller finden die Tunnel-
oszillationen statt und desto grofer ist demnach die Aufspaltung Agp
zwischen den Eigenphasen der reguldren Tunnel-Eigenzusténde.

Als ein sinnvolles Maf kommt hier der — normalerweise kleine — Uber-
lapp des chaotischen Eigenzustands mit den Stabilitdtsinseln in Betracht.
Eine sinnvolle Definition wére das Integral der Husimi-Funktion des Zu-
stands tiber die Stabilitdtsinseln [20]. Eine andere sinnvolle Definition
ist der Uberlapp mit in den Stabilitétsinseln lokalisierten Wellenpaketen
11, Pa. Derartige Wellenpakete konnen wir mit Hilfe der in Abschnitt 5.4
entwickelten semiklassischen reguldren Zusténde erzeugen; eine andere
Moglichkeit besteht darin, Eigenzustidnde eines gekickten Kreisels mit
geringfiigig abweichenden Systemparametern 3, k, k' zu verwenden. (Die
abgednderten Parameter sind notwendig, da verschiedene Eigenzusténde
desselben Floquetoperators untereinander stets orthogonal sind.) Beide
Methoden liefern im wesentlichen die gleichen Ergebnisse. Im folgenden
werden mit 91 und 1, in den Stabilitéitsinseln lokalisierte Wellenpa-
kete bezeichnet, die aus Eigenfunktionen eines ,dejustierten” gekickten
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Kreisels zusammengesetzt wurden; als Mak Q fiir die Beteiligung eines
chaotischen Eigenzustands 1, am Tunnelvorgang wird die Euklidsche
Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten von 1, zu beiden Wellenpa-

keten definiert,
2

0 = (W) + [{Walin)

In Abb. 5.11 ist das auf diese Weise definierte €2 gegen die Tunnelauf-
spaltung A aufgetragen. Jeder Punkt entspricht einem Tunnelereignis
mit zwei in beiden Inseln lokalisierten Eigenzusténden 4, und fiir je-
den Punkt wurde die Beteiligung des quasienergetisch nichstgelegenen
Eigenzustands v, zur Berechnung von 2 verwendet.

Im Fall (a) mit Symmetrieentartung (3 ~ 1, k =~ 3.5, ¥’ = 0) zeigt die
wolkenartige Struktur zwar, daf kein einfacher Zusammenhang zwischen
dem Uberlapp Q und der Aufspaltung Ay besteht, aber man kann grob
erkennen, daf eine stirkere Beteiligung ) des chaotischen Zustands am
Tunnelgeschehen mit einer groferen Tunnelaufspaltung Ay einhergeht.
Somit ist das Phénomen des chaosunterstiitzten Tunnelns beim gekick-
ten Kreisel nicht so klar ausgeprigt wie in anderen Systemen [36], aber
die Ergebnisse lassen sich zumindest mit fritheren Arbeiten in Einklang
bringen.

Fiir den Fall (b) ohne Symmetrieentartung (8 ~ 1, k = 3.5, k' ~ 1)
erkennen wir eine zweite Wolke links neben der bereits vom Fall (a)
her bekannten; die Tunnelaufspaltung Ay ist in der rechten Wolke um
drei bis fiinf Grofenordnungen breiter als in der linken. Diese nur in
Abwesenheit der Symmetrieentartung auftretende Aufspaltung der Tun-
nelereignisse in zwei Klassen soll nun mit Hilfe der Husimi-Funktionen
der am Tunneln beteiligten Eigenzustdnde ndher untersucht werden.

(5.10)

In Abb. 5.12 wurde fiir vier typische Punkte aus Abb. 5.11 (b)
jeweils die — optisch gleiche — Husimi-Funktion der beiden Tunnel-
Eigenzusténde 1, und t_ dargestellt sowie diejenige des quasienerge-
tisch n#chtgelegenen Eigenzustands 1,. Die Anordnung entspricht der
Anordnung der Punkte in Abb. 5.11, d. h., die Zusténde (a) gehoren zu
einem Punkt oben in der linken Wolke, usw. In den Situationen (a) und
(b) (grofer Uberlapp des dritten Zustands 1), mit den Stabilititsinseln)
erkennen wir, daf ¢, in der linken Wolke (a) nur mit einer, in der rechten
Wolke (b) hingegen mit beiden Stabilitdtsinseln iiberlappt. Dies erklért
das Ausbleiben des ansonsten bei starker Beteiligung eines dritten Zu-
stands zu erwartenden chaosunterstiitzten Tunnelns: In den der linken
Wolke zuzurechnenden Tunnel-Situationen kann ein in der rechten Insel
gestartetes Wellenpaket zwar aus der Stabilitdtsinsel in den chaotischen
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Abbildung 5.11: Vergleich der Beteiligung €2 des chaotischen Zustands . am
Tunnelprozet mit der Tunnelaufspaltung A¢p (a) mit und (b) ohne Symme-
trieentartung. Jeder Punkt entspricht einem Tunnelereignis mit Systempara-
metern in der Nihe von 8 = 1, k = 3.5 und (a) ¥ = 0 bzw. (b) ¥’ = 1. Im
symmetrischen Fall (a) erkennt man — sehr grob — einen monoton ansteigenden
Zusammenhang zwischen der Tunnelaufspaltung Ay und dem Uberlapp €.
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Bereich tunneln, wo es auf klassisch erlaubten Bahnen bis in unmittelba-
re Nahe der zweiten Insel gelangen kann, es gibt jedoch keine Verbindung
zwischen dem chaotischen Bereich und der linken Stabilitatsinsel, so daf§
ein Tunneln zwischen beiden Stabilitdtsinseln nur auf direktem Wege
moglich ist.

In Situation (c) und (d) (kleiner Uberlapp zwischen v, und den Sta-
bilitdtsinseln) ist zunéchst unklar, weshalb sich die Tunnelaufspaltung
Ay (linke bzw. rechte Wolke in Abb. 5.11 (b)) in beiden Situationen
um drei Zehnerpotenzen unterscheiden soll. Bei genauem Hinsehen kann
man jedoch erkennen, daf der — winzige — Uberlapp des Eigenzustands
1, mit den Stabilitdtsinseln im Fall (¢) asymmetrisch und im Fall (d)
symmetrisch auf beide Inseln verteilt ist, so daff — wie in Situation (a)
und (b) —in Fall (d) chaosunterstiitztes Tunneln moglich ist, im Fall (c),
in dem praktisch nur eine Insel mit dem chaotischen Bereich verbunden
ist, jedoch nicht. DaR sich dieser winzige Uberlapp (2 ~ 10~%) derart
drastisch (drei Zehnerpotenzen) auf die Tunnelaufspaltung auswirkt, be-
legt eindrucksvoll die Relevanz des chaosunterstiitzten Tunnelns fiir das
dynamische Tunneln.

Der genaue Zusammenhang zwischen Uberlapp und Tunnelaufspal-
tung soll nun im folgenden quantitativ und allgemein untersucht werden.

Wir betrachten einen allgemeinen Floquet-Operator F' in dem von
den drei Eigenzusténden 1, ¢_ und v, aufgespannten Unterraum und
vernachléssigen die Beteiligung weiterer Zusténde am Tunnelvorgang,
d.h. wir setzen voraus, daR der Uberlapp aller anderen Zustéinde mit
den Stabilitdtsinseln verschwindet.

Die Vorgehensweise besteht darin, den Floquet-Operator in diesem
dreidimensionalen Unterraum durch eine andere orthonormale Basis 1/,
19, 13 zu beschreiben, die aus zwei reguldren und einem chaotischen
Zustand besteht. Zwar sind 11, 2 und 13 keine Eigenzustédnde von
F; der Unterschied zu den Eigenzustédnden vy, ¥_ und v, ist jedoch
gering genug, dafs wir durch eine Stérungsrechnung zweiter Ordnung
— ahnlich der Pfadintegralmethode — auf den Zusammenhang zwischen
dem Uberlapp und der Tunnelaufspaltung schliefen kénnen.

Wir notieren die zu den Eigenzusténden ., ¥_, 1, gehdrenden Ei-
genphasen ¢, ¢_, ¢, in der Form

Fiy = ey mit pr = go:l:%Ago und

, (5.11)
Fy, = €%y, mit P

0+ Ap,.
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Abbildung 5.12: Chaosunterstiitztes Tunneln beim gekickten Kreisel ohne
Symmetrieentartung. (Im Text ndher erldutert.)
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Ohne Einschrénkung setzen wir Ay und Ay, als positiv voraus. Bei Ay
handelt es sich um eine Tunnelaufspaltung, wihrend Ay, die Differenz
zur néchstgelegenen Eigenphase darstellt und somit von der Grofsenord-
nung des mittleren Abstands 27 /(25 + 1) ist. Somit gilt

0<Ap < Ay, = % < 1. (5.12)

Um nun die Eigenzustédnde durch regulédre und chaotische Zusténde

ausdriicken zu konnen, fithren wir komplexe Parameter £; und ¢; ein, so
daf

Yy = %(1/)1 ty—(e1 £ 62)1/13) und
Yo = a1 +epa + 3. (5.13)

In diesem Ansatz sind die Eigenzustédnde ¥4, 1, orthogonal bis auf Kor-
rekturen proportional zu Produkten zweiter Ordnung von ¢; und e (im
folgenden: zweiter Ordnung in ¢). Die Parameter 1 » haben die physikali-
sche Bedeutung des Uberlapps des annéhernd chaotischen Eigenzustands
1, mit den Stabilitdtsinseln. Von den numerischen Untersuchungen der
Husimi-Funktionen der Eigenzustinde wissen wir, daf dieser Uberlapp
klein ist,

le1,2] = [(¥1,2

Um nun den Floquet-Operator F' in der Basis 17 2 3 auszudriicken,
berechnen wir die Umkehrung von (5.13), wiederum bis auf Korrekturen
zweiter Ordnung in €,

P12 = %(W +Y_) + 5e12%n,
Py = QZJ*—%(&@M + ) +ea(vy — o). (5.15)

Po)| < 1. (5.14)

Hiermit ist es nun moglich, das Bild der Zustdnde ;23 unter dem
Floquet-Operator ndherungsweise wieder durch v; 2 3 auszudriicken, und
wir haben das Werkzeug beisammen, um Matrixelemente des Floquet-
Operators in der orthonormalen Basis 1, 12, 13 berechnen zu koénnen.

Zur Berechnung der Tunnelaufspaltung Ap betrachten wir nun Ma-

trixelemente von Potenzen des Floquet-Operators zwischen zwei Zu-
stdnden aus der Basis 1, 12, 3. Wegen des Zusammenhangs ¢ =

%(¢+ +1¢_) + O(c) und wegen F1p1 = exp(i(p £ $Ayp)) gilt

((F™)1,2] = [{wo F"[th1) | = [sin (5 A¢) | + O(e?). (5.16)
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Da der Floquet-Operator F' ein Zeitentwicklungsoperator ist, spielt die
natiirliche Zahl n hier die Rolle einer Zeit.

Wir wahlen nun ein moglichst groffes n, das noch die Bedingung
5Ap < 1erfiillt, d. h., wir betrachten das System fiir eine moglichst lan-
ge Zeit n, die noch klein gegen die Tunneloszillationsperiode T' = 27 /Ay
ist. (Dies ist deswegen moglich, weil Ay extrem klein ist; siehe (5.14).)
In diesem Fall kénnen wir den Sinus durch sein Argument ersetzen, und
wir erhalten

Ap = 2| (2] F"[4n)]. (5.17)
Durch Einschieben von Eins-Operatoren, aufgelost in der Basis 11,
g, 13, konnen wir Ag durch Matrixelemente des nicht-iterierten
Floquet-Operators F ausdriicken. (Diese Vorgehensweise entspricht der
Pfadintegral-Methode, angewandt auf den diskreten Satz der drei Zu-
stdnde 11,23.) Mit Ag = 1 und A\, = 2 kénnen wir (5.17) umformen
zu

3 3 3 n—1
Apm 213 % Y T (na [Pl - (5.18)

A=1Xa=1  An_1=14=0

Diese Summe wird nun durch eine ,Niemals-zuriick-Approximation*
(“never-look-back approximation” [36]) ndherungsweise ausgewertet.

Alle in der Summe (5.18) auftretenden Nichtdiagonalelemente des
Floquet-Operators sind von der Gréfenordnung €; alle Diagonalelemente
sind ndherungsweise gleich Eins. Die Approximation besteht darin, sol-
che Pfade ¥1 = ¥x,, ¥rys ¥rgy - -+ U1, ¥a, = Y2 zu vernachléssigen,
die an mehreren, getrennten Stellen denselben Zustand 15, annehmen,
was einem Teilchen entspricht, das zwischen zwei Zusténden v; # 1;
hin- und herspringt. Beispiele fiir zulédssige Pfade wéren demnach

wlawla"'7w17w2aw2a"'aw2 oder (519)
wlvql}la e 71#177/}3,1/1& e 711}3’ 1/’2; 77[]27 sy 1/127 (520)

unzuldssig hingegen wére ein Pfad des Typs
1/)17~"71/1171/)37~~7¢37¢1,~"7¢17¢2a~"7¢2' (521)

Der Pfad (5.21) liefert einen Beitrag zur Summe (5.18), der um zwei
Ordnungen in ¢ kleiner ist als der des Pfads (5.19). Allgemein lassen
sich alle unzuldssigen Pfade entweder gegeniiber (5.19) oder gegeniiber
(5.20) als um zwei Ordnungen in € kleiner einordnen und vernachlissigen.
Die Niemals-zurick-Approximation ist somit eine Ndherung von erster
Ordnung in &, und alle zuldssigen Pfade sind entweder vom Typ (5.19)
(im folgenden: Typ I) oder (5.20) (Typ II).
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Da die Diagonalelemente des Floquetoperators bis auf Korrekturen
zweiter Ordnung in € gleich Eins sind,

(Wil Flpi) = 1+ O(e?), (5.22)

liefert jeder Pfad vom Typ I einen Beitrag proportional zu

AL ~ | (4] Flay) | (5.23)

zur Summe (5.18), und jeder Pfad vom Typ II liefert einen Beitrag pro-
portional zu

AR~ | (4o Fluss) || (15| Pl ) . (5.24)

Wir kénnen daher annehmen, daf die gesamte Summe (5.18), also die
Tunnelaufspaltung Ay, proportional zu einer Linearkombination der
Beitréage Agpl und AcpH ist.

Unter Verwendung der Darstellung (5.15) der Basiszusténde 1 23
durch Eigenzustiande 14, 1, des Floquet-Operators kénnen wir nun die

Matrixelemente (1);|F'|1;) und somit die Beitrége AgoI und A@H berech-
nen.

Fiir A(pl erhalten wir

| (o F 1) ‘% (ez‘(w%A«») _ ei(sof%Aga))’ +O)
3 ((1+389) = (1 - 3A0))

~ Ap = Apl. (5.25)

Q

Das Matrixelement des Floquet-Operators F' zwischen den Zustdnden
11 und 1y repréasentiert also bis auf Korrekturen zweiter Ordnung in
¢ die Tunnelaufspaltung. Da Ay extrem klein ist (5.14), wéren diese
Korrekturen durchaus von Interesse; da wir aber andererseits Ag@I nicht
ohne Kenntnis der Tunnelaufspaltung selbst berechnen kénnen, ist ei-
ne genauere Approximation an dieser Stelle hinfillig. Gleichung (5.25)
enthélt somit keine quantitativ relevante Information.

Durch analoge Rechnungen erhalten wir die fiir Ang bendtigten Ma-
trixelemente,

(Wl Fluss)| = ’_e%mgp(fl o) +e AP (e) — ep) + et
~ | —es +icaAp, —ie1 Ayl

Q

1
§|52| (5.26)
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und ebenso
(3] Flin)| = leal, (5.27)

so daf wir den Anteil AgoH zur Tunnelaufspaltung vollstandig durch die
Uberlapps € und e, ausdriicken kénnen,

| (ol Flus) || (3| Flibr)| & Led|lea| ~ |e1]les] = AplT. (5.28)

Der nur durch das Matrixelement (12|F|1)1) zwischen den beiden in den
Inseln lokalisierten Zusténden gegebene Anteil AgoI zur Tunnelaufspal-
tung wird als direktes Tunneln bezeichnet, der durch mehrere Matrixele-
mente vermittelte Anteil A@H als chaosunterstiitztes Tunneln.

Man beachte, daf das Produkt der Uberlapps des chaotischen Eigen-
zustands 1, mit den Stabilitédtsinseln fiir den chaosunterstiitzenden Bei-
trag Ang entscheidend ist; es geniigt, wenn einer der beiden Uberlapps
Null ist, um chaosunterstiitztes Tunneln zu unterbinden. Dieser Effekt
wurde in bisherigen Arbeiten noch nicht beobachtet, weil dort die Tun-
nelentartung stets mit einer Symmetrie verbunden war, die |g1| = |eg]
bewirkte. Das Fehlen einer Symmetrieentartung bringt also den neuen
Effekt ans Tageslicht, daft chaosunterstiitztes Tunneln ausbleiben kann,
obwohl ein chaotischer Zustand am Tunnelprozefs teilnimmt.

In Abb. 5.13 ist der chaosunterstiitze Anteil Ang gegen die tota-
le Tunnelaufspaltung Ay aufgetragen. Da der chaosunterstiitzte Anteil
den Tunnelprozefs dominiert, ordnen sich die Punkte grob entlang einer
Geraden mit Steigung Eins an, was einer ungefdhren Proportionalitét
zwischen A<pH und der totalen Tunnelaufspaltung Ay Rechnung tréigt.
In der linken Hélfte des Diagramms néhert sich die Anordnung der Punk-
te allmahlich einer Horizontalen: In diesem Bereich dominiert bereits das
durch Aapl beschriebene direkte Tunneln, so daf die tatséchliche Tun-
nelaufspaltung Ay weitgehend unabhéngig von A(pH wird. Die relativ
grofie Streuung der Punkte macht jedoch weitere Uberlegungen zu einer
Verbesserung der Rechnung notwendig.

Obwohl die Rechnung nur fiir drei am Tunnelprozefs beteiligte Zu-
stande durchgefiithrt wurde, ist es moglich, auch mehr Zustdnde zu be-
riicksichtigen, indem man die Beitrage der unterstiitzenden Zusténde zur
Tunnelaufspaltung aufsummiert. Hierbei wird eine eventuelle Interaktion
zwischen den verschiedenen unterstiitzenden Zustdnden vernachléssigt.
(Eine auf der Zufallsmatrixtheorie basierende Theorie, die die Anteile
vieler unterstiitzender Zusténde quantitativ richtig berticksichtigt, findet
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sich in [36].) Abbildung 5.14 zeigt das Ergebnis fiir vier unterstiitzen-
de Zusténde; die Beriicksichtigung weiterer chaosunterstiitzter Anteile
bringt fiir das betrachtete System keine weitere Verbesserung.

Obwohl die Punkte auch unter Beriicksichtigung mehrerer unterstiit-
zender chaotischer Zustédnde immer noch stark streuen, ist klar erkenn-
bar, da Gleichung (5.28) das chaosunterstiitze dynamische Tunneln in
Systemen ohne Symmetrieentartung richtig beschreibt.

Damit wurde das Phénomen des dynamischen Tunnelns im System
des gekickten Kreisels nachgewiesen, wobei erstmals auf eine Symmetrie-
entartung verzichtet wurde. Als neuer Effekt, der in Abwesenheit von
Symmetrieentartungen auftritt, wurde gezeigt, daft ein chaotischer Zu-
stand am Tunnelprozef beteiligt sein kann, ohne dafl chaosunterstiitztes
Tunneln eintritt. Zur Auffindung der Parameterwerte, bei denen dyna-
misches Tunneln eintritt, wurde ein semiklassisches Verfahren zur Kon-
struktion reguldrer Eigenfunktionen entwickelt.
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Abbildung 5.13: Beitrag A@H eines unterstiitzenden chaotischen Zustands ge-
gen die totale Tunnelaufspaltung Ay. Im symmetrischen Fall (a) 18t sich
ein monotoner Zusammenhang eher erahnen als sehen; hier ist der Beitrag
eines einzelnen unterstiitzenden Zustands offenbar nicht ausschlaggebend fiir
die Gesamt-Tunnelaufspaltung. Im Fall ohne Symmetrieentartung (b) ist der
Zusammenhang besser erkennbar.
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Abbildung 5.14: Gemeinsamer Beitrag AcpH von vier unterstiitzenden chaoti-
schen Zusténden gegen die totale Tunnelaufspaltung Ap. Unter Miteinbezie-
hung mehrerer chaosunterstiitzer Beitrdge wird der monotone Zusammenhang
und damit die Relevanz des chaosunterstiitzten Tunnelns deutlicher erkennbar,
als es fiir nur einen unterstiitzenden Zustand (Abb. 5.13) der Fall war.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und
offene Fragen

In Kapitel 3 wurde das System des gekickten Kreisels in der Basis von
Eigenzustinden |j,m) der Drehimpulsoperatoren J? und .J, behandelt.
Das klassische Analogon eines derartigen Zustands ist din Kreis auf der
Kugeloberfliche des Phasenraums, der allen Drehimpulsvektoren J mit
gegebenem Betrag |J_'|2 = j(j+1) und gegebener z-Komponente J, = m
entspricht. Die Matrix des Floquet-Operators des gekickten Kreisels wur-
de in der |j,m)-Basis sowohl exakt als auch semiklassisch berechnet.
Ausgehend vom WKB-Ansatz wurde hierbei die semiklassische Nahe-
rung schrittweise verfeinert.

In Kapitel 4 wurde die Quasimatriz des Floquet-Operators des ge-
kickten Kreisels in einer nicht-orthogonalen Basis aus kohdrenten Zustdin-
den aufgestellt und mit Hilfe einer Sattelpunktnéherung approximiert.
In dem approximativen Ausdruck fiir das Quasimatrixelement (I'|F'|y)
konnte eine erzeugende Funktion der klassischen Abbildung identifiziert
werden, die die Bezeichnung ,semiklassische Approximation® rechtfertigt.

Da es sich bei kohédrenten Zustdnden um den speziellen Eigenzustand
|7,7) von J? und J, handelt, der aus der z-Richtung in eine andere Rich-
tung gedreht wurde, ist es auch hier méglich, den Kreis aller moglichen
Drehimpulsvektoren mit gegebener Richtung, Lénge und Komponente
entlang der gegebenen Richtung als klassisches Analogon des kohéren-
ten Zustands aufzufassen und — wie in Kapitel 3 — das Randwertpro-
blem zu 16sen, das sich aus der Dynamik des gekickten Kreisels ergibt.
In Kapitel 4 hingegen wurde jeder kohdrente Zustand wie ein Punkt
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im Phasenraum behandelt; das klassische Analogon wurde dadurch zu
einem iiberbestimmten System, so daf es notwendig wurde, auch kom-
plexe Losungen (Geisterbahnen) der klassischen Bewegungsgleichungen
zu betrachten.

Es wére somit eine natiirliche Zusammenfiihrung der Methoden
aus Kapitel 3 und 4, kohérente Zusténde klassisch als Kreise — und
nicht Punkte — im Phasenraum zu beschreiben. Ein Quasimatrixelement
(T|F|y) des Floquet-Operators wiirde in diesem Fall genau dann einem
Paar klassischer Bahnen entsprechen, wenn sich der propagierte Kreis
des kohérenten Zustands |y) mit dem Kreis des kohdrenten Zustands
(T'| schneidet; ansonsten entspriche es einem Paar von Geisterbahnen.
(In Kapitel 4 traten ausschlieflich Geisterbahnen auf, weil dort Punkte
anstelle von Kreisen auftraten, die sich nicht schneiden, sondern nur in
Ausnahmesituationen zusammenfallen.) Ein technisches Problem, dem
man sich bei einer solchen Zusammenfiihrung beider Methoden stellen
miifite, wire die klassische Rotation eines Kreises auf der Kugeloberfla-
che um eine schrige Achse. Die Torsion um die z-Achse wiirde einen
solchen, nicht um die z-Achse rotationssymmetrischen Kreis natiirlich
verzerren, so daft der Schnitt mit einem anderen Kreis nur noch mit
groferem Aufwand berechenbar wére.

In Kapitel 5 wurde die Untersuchung des chaosunterstiitzten Tun-
nelns unter Zuhilfenahme semiklassischer Methoden auf Systeme ohne
Symmetrieentartung erweitert. Es wurde eine Erklarung fiir das Auftre-
ten von Tunnelereignissen gegeben, bei denen ein im chaotischen Bereich
lokalisierter Eigenzustand in das Tunneln involviert ist, ohne daf chaos-
unterstiitztes Tunneln eintritt.

Die Erklarung besteht darin, dafs bei manchen Tunnelereignissen der
unterstiitzende, chaotische Zustand nur mit einer Stabilitdtsinsel ver-
bunden ist anstatt mit beiden. Dies wirft jedoch wiederum die Frage
auf, wann und wieso derartige asymmetrische Zustidnde auftreten. Ei-
ne mogliche Ursache ist die unterschiedliche Grofe der Stabilitétsinseln:
Ein in einer ,kleinen“ Stabilitédtsinsel lokalisierter Quantenzustand hat
bereits allein wegen der quantenmechanischen Unschérfe einen groferen
Anteil innerhalb des chaotischen Bereichs als ein in einer ,grofsen Sta-
bilitéatsinsel lokalisierter Zustand. Hierfiir wiirde zum Beispiel sprechen,
dals bei weitem mehr Ereignisse beobachtet wurden, bei denen nur die
kleinere Stabilitdtsinsel mit dem chaotischen Bereich verbunden war, als
dies fiir die grofere Insel der Fall war — obwohl letzteres auch beobachtet
wurde.
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Ein weiteres Rétsel, das in Zusammenhang mit chaosunterstiitztem
Tunneln auftritt, besteht darin, daf keine Situation beobachtet wur-
de, in welcher der unterstiitzende, chaotische Zustand asymmetrisch mit
beiden Stabilitdtsinseln tiberlappen wiirde: Entweder verteilte sich der
dritte Zustand symmetrisch auf beide Inseln mit einem grofen Anteil im
chaotischen Bereich, oder er beschrankte sich auf nur eine Insel und den
chaotischen Bereich.

Die in Zusammenhang mit chaosunterstiitztem Tunneln entwickelten
semiklassischen Methoden zur Approximation regulidrer Eigenzusténde
bieten Ansétze zu einer Verallgemeinerung in Hinblick auf eine weitere
allgemein anwendbare Semiklassik. Die Approximation angeregter regu-
larer Zusténde durch verallgemeinerte gequetschte Zustdnde ist beispiels-
weise sicherlich zum Studium von Randzustdnden [36, 37] geeignet.

Es wurde bereits der Versuch unternommen, die Zeitentwicklung ei-
nes gequetschten Zustands semiklassisch zu untersuchen und zu einer
vollstdndigen Wellenpaketdynamik auszubauen. Die von anderen Arbei-
ten her bekannten hervorragenden Ergebnisse [42] konnten allerdings
bisher auch nicht ann&hernd erreicht werden. Dies liegt teilweise daran,
daf die fiir Spinsysteme definierten gequetschten Zustdnde nicht wirk-
lich einer ,Ellipse im Phasenraum* entsprechen, sondern eine leichte S-
Form aufweisen. Als alternative Ansétze zu einer Wellenpaketdynamik
fiir Spinsysteme kommen zum einen die ,intelligenten Zustinde* (“intel-
ligent states”) infrage [43], bei denen Operatoren der Gestalt exp(AJ2)
(ohne 7 im Exponenten) eine Rolle spielen, zum anderen die Nullstellen-
dynamik [32], die quantenmechanische Zustdnde durch die Nullstellen
ihrer Husimi-Funktion beschreibt und Bewegungsgleichungen fiir diese
Nullstellen aufstellt.
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Anhang A

Der gekickte Kreisel als
Lagrangesches System

Die ,typischen Hamiltonschen Systeme, denen man als Student in den
Kursvorlesungen und auch spéter in der Literatur begegnet, haben stets
eine Hamilton-Funktion der Gestalt

p2
H(w,t) = o~ +V(w,0). (A1)

Der Ort z und der Impuls p sind hierbei zueinander kanonisch konjugierte
Grofen, die iiber eine Lagrangefuntion miteinander zusammenhéngen,

_ OL(z,,t)
P= 0

Die Gesamtheit aller Orts- und Impulskomponenten beschreibt im Rah-
men der klassischen Mechanik den Zustand des Systems vollstandig; der
Raum aller méglichen Zusténde ist der Phasenraum. Somit ist vollig klar,
dafs der Phasenraum eines Systems stets eine geradzahlige (Vektorraum-)
Dimension haben muf.

(A.2)

Der gekickte Kreisel, dessen dynamische Variable ein dreikomponen-
tiger Drehimpulsvektor ist, erscheint in diesem Lichte wie eine groteske
Ausnahme. Es ist zwar moglich, den zunéchst dreidimensionalen Phasen-
raum durch Abspalten einer Erhaltungsgrofse, des Betrages des Drehim-
pulses, auf die zweidimensionale Oberfliche einer Kugel zu reduzieren;
hiermit handelt man sich jedoch einen gekriimmten Phasenraum ein, der
der Intuition auch weiterhin widerspricht. Die Identifikation zweier Po-
larwinkel mit dem ,,Ort* bzw.  Impuls” eines effektiven Teilchens ist zwar
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moglich, bringt jedoch eine unphysikalische Koordinatensingularitit an
den Polen der Kugel mit sich. Dariiberhinaus fiihrt eine Quantisiserung
derartiger ,kanonisch konjugierter Variabler — wie in der Quantenoptik
wohlbekannt — nicht auf Hermitesche Operatoren.

In diesem Abschnitt soll dieses etwas unbefriedigende Bild auf die
gewohnte Struktur von kanonisch konjugierten Orten und Impulsen zu-
riickgefithrt werden, die {iber Gleichung (A.2) zusammenhéngen. Der ge-
kickte Kreisel wird sich hierbei als Beispiel fiir ein System herausstellen,
welches sich durch den Formalismus von Hamilton, nicht jedoch durch
den von Lagrange beschreiben léfit, und er dokumentiert somit die Not-
wendigkeit des Schritts der Verbesserung der klassischem Mechanik von
Lagrange zu Hamilton.

Wir notieren zunéchst die Hamilton-Funktion des gekickten Kreisels,
ausgedriickt durch Drehimpulskomponenten,

H(J,t) = BT, + 5 J2f (D), (A.3)

wobei
fy=">_ 6(t—mn). (A.4)

Mit Hilfe der Poissonklammern
4], =—{J;,H} fir i=ux,y,2 (A.5)

erhélt man aus dieser Hamilton-Funktion die Bewegungsgleichungen fiir
die Drehimpulskomponenten, deren Integration unmittelbar auf die in
der Arbeit verwendete stroboskopische Abbildung fithrt. Mit Hilfe einer
Dyson-Entwicklung (zeitgeordnetes Produkt von exp(—i JdtH (t))7 [20,
12, 44]) kann man zeigen, daf auch ein Hamilton-Operator der Gestalt
(A.3) auf den Floquet-Operator des gekickten Kreisels fiihrt.

Wir identifizieren nun den Drehimpuls J mit dem Drehimpuls eines
in drei Dimensionen beweglichen Massenpunkts beziiglich des Koordina-
tenursprungs,

Je = yp. — 2py,
Jy = zpa —apz, (A.6)
Jz = IPy — YPux,

und stellen als erstes fest, daff die Hamilton-Funktion (A.3) des gekickten
Kreisels nicht von der Gestalt (A.1) ist, bei der die kinetische Energie
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allein durch die Impulse, die potentielle Energie allein durch den Ort
bestimmt ist.

Wir betrachten das System zunéchst zu einem nicht-ganzzahligen
Zeitpunkt, d. h. auferhalb des Kicks. Die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen der neuen dynamischen Variablen x und p sind fiir diesen Fall
iiberaus einfach,

T = 52’7 De = Bpm
y = 0 py = 0, (A7)
z = _Bma pz = _Bpala

und sie fiihren auf zwei voneinander entkoppelte Dynamiken fiir die je-
weils drei Orts- und Impulskoordinaten mit insgesamt sechs unabhéngi-
gen Anfangsbedingungen,

x = xosin(wt + 1), Pz = Do sin(wt+ @2),
Yy = Yo, py = py,Ou (AS)
z = 2y Cos(wt + 4,01)7 b = Pzo0 COS(Wt + @2),

wobei w? = J ist, wihrend sich die Phase (¢, (bzw. ¢2) aus dem Polarwin-
kel des Anfangsortes (Anfangsimpulses) bzgl. des Koordinatenursprungs
ergibt. Der aus diesen Losungen der Bewegungsgleichungen resultierende
Drehimpuls J = &x p folgt der Dynamik des gekickten Kreisels aufterhalb
des Kicks.

Das Miteinbeziehen des Kicks geschieht am einfachsten durch eine
Darstellung von d(t — n) durch eine Folge von Rechteck-Funktionen mit
abnehmender Breite. Auch hier werden keine Uberraschungen zu Tage
gefordert, sondern wir kénnen die vollstdndige Dynamik des gekickten
Kreisels reproduzieren und in einen sechsdimensionalen Phasenraum ein-
betten.

Damit ist das System im Hamilton-Formalismus vollstdndig beschrie-
ben, wenn auch nicht durch eine Hamilton-Funktion der konventionellen
Gestalt (A.1). Es scheint nun klar, daf eine Beschreibung im Lagrange-
Formalismus durch Ausfiihren einer Legendre-Transformation und héch-
stens der Vollstandigkeit halber erfolgt. An dieser Stelle jedoch stofsen
wir auf Schwierigkeiten.

Der Zusammenhang zwischen der Hamilton- und der Lagrange-
Funktion ist gegeben durch

H:Zg—ixi—L:Zpixi—L (A.9)
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und somit
1

wobei wir dann ,nur noch®* p; durch #; = g—g ausdriicken miissen. Ein
Blick auf die Hamiltonschen Gleichungen (A.7) zeigt jedoch, daf dies
nicht mdglich ist: So praktisch die Entkopplung von Orts- und Impuls-
koordinaten auf der einen Seite ist, erscheint es auf dem Hintergrund
des Lagrange-Formalismus doch wie eine verdammte Unverschdmtheit,
daf die Ableitung & der einen Ortskomponente x eine andere Ortskom-
ponente z ist, die sich in keiner Weise durch die Impulskomponenten p,,
py und p, ausdriicken laft.

Einen Ausweg aus diesem Dilemma finden wir in einer kanonischen
Transformation, die eine Orts- mit einer Impulskomponente vertauscht,
damit die Entkopplung aufhebt und das System fiir den Lagrange-
Formalismus zugénglich macht,

X = —Pzx, PLE = T,
Y = vy, P, = py, (A.11)
Z = 2, P, = Dz-

Fir das transformierte System laft sich nun die Legendre-
Transformation durchfiithren, und wir erhalten
L= PX,—H=4XZ-BXZ+ XV [(1) (A.12)
als Lagrange-Funktion des transformierten gekickten Kreisels. Man be-
achte, daf das durch (A.12) beschriebene System im Sinne des Hamilton-
Formalismus dquivalent zu dem in dieser Arbeit behandelten gekickten
Kreisel ist, im Sinne des Lagrange-Formalismus jedoch nicht. Es ist viel-
mehr so, daf die in dieser Arbeit behandelte Drehimpulsdynamik nicht
durch den Lagrange-Formalismus beschrieben werden kann; dies wird
erst nach Anwendung einer kanonischen Transformation mdglich, welche
zwar die Hamilton-, nicht jedoch die Lagrange-Funktion invariant 1&£t.
Es bleibt noch zu iiberpriifen, in welcher Weise sich die urspriingli-
che Drehimpulsdynamik, welche schliefslich zentraler Gegenstand dieser
Arbeit ist, in der Lagrange-Funktion (A.12) wiederfindet. Durch Anwen-
dung der kanonischen Transformation (A.11) auf die Drehimpulskompo-
nenten erhalten wir die dynamischen Variablen

J.=YP,—ZP,,
Jy=XZ + P,P., (A.13)
J.=XY - P,P,,
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bei denen es sich natiirlich nicht mehr um die Komponenten eines Dre-
himpulses eines Teilchens mit den Koordinaten X, Y, Z und den Im-
pulskomponenten P, Py, P, handelt. Losen der mit der Lagrange-
Funktion (A.12) gebildeten Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fiihrt
jedoch auf die bekannte Dynamik des gekickten Kreisels fiir die Grofe

-

J = (g, Iy, J2).

AbschlieRend sei noch bemerkt, daf die Lagrange-Funktion (A.12)
zwar weiterhin nicht auf eine Hamilton-Funktion der Gestalt (A.1) fiihrt,
sich aber doch in der Gestalt

L=1iX-M-X-V(X,t) (A.14)
schreiben l&ft, wobei M eine Matrix aus verallgemeinerten Massen ist.

Somit stellt der transformierte gekickte Kreisel in der Lagrangeschen
Theorie keine Ausnahme dar, sondern er wird von der Theorie voll erfafst.
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Anhang B

(Quasimatrizen

Die vielleicht attraktivste Eigenschaft des gekickten Kreisels ist, dafs sein
Hilbert-Raum endlichdimensional ist. Hierdurch wird es méglich, endlich
viele kohédrente Zusténde als Basis zu verwenden, beziiglich derer wir
die Matrix des Floquet-Operators aufstellen. Hierbei miissen wir aber
vorsichtig sein, denn das, was in der Quantenmechanik iiblicherweise
als ,,Matrix eines Operators“ bezeichnet wird, entsteht durch Entwick-
lung beziiglich einer Hilbertraumbasis, eines vollstindigen Orthonormal-
systems; die ,Matrix einer linearen Abbildung“ beziiglich einer (nicht
orthonormalen) Vektorraumbasis ist im allgemeinen etwas vollig ande-
res.

Ziel dieses Abschnitts wird es daher sein, das Objekt (I'|F|y) als
Quasimatrizelement des Operators F' zwischen den kohdrenten Zustéan-
den |T') und |v) auf mathematisch ,saubere* Weise einzufithren und zu
zeigen, daft man die Eigenwerte des Operators F' als Losungen der ver-
allgemeinerten Eigenwertgleichung (4.6)

n

Sl Flu) =AY (ln) v =1,...,n) (B.1)
=1

=1

aus n? Quasimatrixelementen extrahieren kann, wobei n = 2j + 1 die
Dimension des Hilbert-Raums ist.

Ich mo6chte mich vorsorglich bei allen Physikern, die diesen Anhang
lesen, fiir meine umsténdliche mathematische Sprache und Pedanterie
entschuldigen. Bei Mathematikern, die diesen Anhang lesen, moéchte ich
mich fiir meine umsténdliche physikalische Sprache und Schluderigkeit
entschuldigen.

120



Wir starten mit einer Erinnerung an den Begriff der Linearkombina-
tion.

Definition 1 Seien |1)1), ..., |¢k) endlich viele Vektoren im C", und
seien aq, ..., ap genausoviele komplexe Zahlen. Dann heifit
k
> lvn)
=1
eine Linearkombination von |{1), ..., |{k).

Man beachte, dafs explizit eine endliche Summe vorausgesetzt wird;
der Wert einer unendlichen Summe (oder gar eines Integrals) von Vek-
toren mit Koeffizienten wird nicht als Linearkombination bezeichnet.

Definition 2 Sei ¥ C C" eine Menge wvon Vektoren. ¥ heifst
linear unabhdngig, wenn fir jede Linearkombination Zle oy [Yy) won
Elementen aus ¥ die Gleichung

k
D aild) =0
=1

nur eine einzige Lésung hat, namlich die, daf$ alle Koeffizienten aq, ...,
a € C Null sind.

Man sieht sofort, daf eine Menge von orthogonalen Vektoren linear
unabhéngig ist; die Umkehrung gilt allgemein nicht.

Definition 3 Seien |11), ..., [¥y) linear unabhingige Vektoren im C™.
Wenn sich jeder Vektor des C" als Linearkombination von |i1), ...,
|tr) darstellen lift, heiflen |[¢1), ..., |Yx) eine Basis des C™.

Es sei daran erinnert, dat man zeigen kann, daf jede Basis des C"
genau n Vektoren enthélt und daf umgekehrt n linear unabhingige Vek-
toren im C" stets eine Basis bilden.

Die Definition der Basis ist verwandt mit derjenigen eines vollstdn-
digen Orthonormalsystems in einem Hilbert-Raum. Anstelle der Ortho-
normalitdt wird hier die weit schwichere Forderung der linearen Un-
abhangigkeit gestellt. Wahrend in der Entwicklung eines Vektors nach
einem vollstdndigen Orthonormalsystem auch unendliche Summen und
sogar Integrale zugelassen sind, ist jede Entwicklung nach einer Basis
eine Linearkombination, also eine endliche Summe.
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Die bekannten vollstédndigen Orthonormalsysteme wichtiger Hilbert-
Réume, zum Beispiel die Kugelfunktionen als Hilbertraumbasis von
L2(Sl)7 sind keine Basen ihrer Hilbert-Rdume im Sinne von Definition 3.
Die unter Physikern gelegentlich herrschende Begriffsverwirrung riithrt
wahrscheinlich daher, daf vollstdndige Orthonormalsysteme in Hilbert-
Réumen oft auch als Hilbertraumbasen bezeichnet werden, wobei dann
im téglichen Sprachgebrauch das Prifix ,Hilbertraum-“ hiufig weggelas-
sen wird.

Die in dieser Arbeit verwendete Standardbasis |j, m) des C" geniigt
beiden Definitionen, daher funktioniert das Entwickeln eines gegebenen
Vektors [¢) in eine Linearkombination 7 _ .4, [j,m) in gewohnter
Weise mit Koeffizienten v, = (j, m|¢). Fiir allgemeine Basen im Sinne
von Definition 3 gilt dies nicht.

Es ist in endlichdimensionalen Vektorraumen wesentlich leichter, ei-
ne Basis im Sinne von Definition 3 zu konstruieren als ein vollstdndi-
ges Orthonormalsystem. (In unendlichdimensionalen Vektorrdumen ist
es genau umgekehrt, weshalb Basen im Sinne von Definition 3 dort nor-
malerweise keine Verwendung finden.) Diesen Vorteil kénnen wir sofort
ausnutzen, um uns eine Basis aus kohdrenten Zustinden zusammenzu-
setzen. Tatsdchlich brauchen wir nur n kohérente Zustdnde zufillig zu
wahlen; diese sind dann mit Wahrscheinlichkeit 1 linear unabhéngig:
Selbst wenn wir bereits n — 1 linear unabhingige kohérente Zusténde
vorliegen haben, ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Wahl des néichsten
und letzten kohdrenten Zustands die (n — 1)-dimensionale Hyperflache
aller ihrer Linearkombinationen im n-dimensionalen C™ durch puren Zu-
fall zu treffen, Null.

Wir wollen nun den Begriff der Matriz eines Operators einfithren,
ohne dabei auf ein Skalarprodukt bezug zu nehmen. Dafiir miissen wir
zundchst den Begriff des Operators selbst definieren:

Definition 4 Sei F eine Abbildung von C" in sich. F heifst
lineare Abbildung oder Operator auf C", wenn fir alle |¢),|¢) € C",
a, B € C die Gleichung

F(aly) + Ble)) = aF [¢) + BF |p)

gilt.

Der Floquet-Operator des gekickten Kreisels ist ein Operator geméf
Definition 4.
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Definition 5 Seien |y1), ..., |vn) eine Basis des C", und sei F' ein
Operator auf C". Seien die Vektoren F|v1), ..., F|y,) in der v-Basis
eindeutig dargestellt durch

Fly) =Y Fuln).
=1

Dann heifst
Fy Fip - Iy
Iy Fyy - Iy,
(Fr) = : : .
Fnl Fn2 o an

die Matrix von I beziiglich dieser Basis.
Es ist fiir diese Arbeit wesentlich, das Objekt

(Y| F'lv)

von der Matrix von F' wohl zu unterscheiden. Nur, wenn die Basis |7y1),
.+y |vn) ein Orthonormalsystem ist, fallen beide Begriffe zusammen.
Nichtsdestoweniger enthélt (vx|F|y,) die vollstandige Information iiber
den Operator F', und es ist insbesondere moglich, die Eigenwerte daraus
zu extrahieren. (Man kann stattdessen auch (v |F|y;) durch Fy; definie-
ren und somit die Probleme von den Matrixelementen auf das Skalarpro-
dukt verlagern, das sich dann nicht mehr in der Form (I'|y) = Y7 T,
schreiben 14#t. Dies ist eine in der Mathematik durchaus iibliche Vorge-
hensweise.)
Wir notieren zu diesem Zwecke die Eigenwertgleichung in koordina-
tenfreier Darstellung,

Fl) = Ay, (B.2)

schreiben |¢) als Linearkombination ) ;" %;|v;) von Basiselementen
und multiplizieren von links mit (x|,

F =\ . B.3
; {(Vk |BM|%> on ; (7170 o (B.3)

Diese Vorgehensweise ist die offensichtliche Verallgemeinerung des von
vollstdndigen Orthonormalsystemen her bekannten ,Einschiebens einer
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Eins“. (Man beachte den Unterschied zwischen v; und (7;|¢).) Die ver-
bleibende Gleichung

Z Briy = A Z Ay (B.4)
=1 =1

heift verallgemeinerte Eigenwertgleichung fiir die Matrizen (By;) und
(Ag1). Auch wenn hier zwei Matrizen (Ag;) und (By;) auftauchen, ist
(Bri) = (vk|F|y1) ebensowenig die Matrix des Operators F', wie (Ag;) =
(vk|y) die Einheitsmatrix ist.

Um der in der Quantenmechanik geldufigen Sprechweise entgegen-
zukommen, wollen wir das Objekt (I'|F|v) als Quasimatrizelement des
Operators F' zwischen den Zustinden |I') und |y) bezeichnen. (Die Ma-
trix (Ag;) heifft in der Mathematik auch Gramsche Matriz der Vektoren
[71); -, |yn), allerdings ohne die Voraussetzung, daf die Vektoren ei-
ne Basis bilden. Man konnte daher (By;) auch als Gramsche Matriz der
Vektoren |v1), ..., |¥n) bzgl. F bezeichnen.)

Damit wurde gezeigt, dafs sich das Spektrum des Operators F' durch
Losen der verallgemeinerten Eigenwertgleichung (B.1) aus den Quasi-
matrixelementen (I'| F|y) ermitteln 148t, daf also in den Quasimatrixele-
menten von F' die vollstdndige Information iiber den Operator enthalten
ist.
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Anhang C

Algorithmen zur
Wignerschen d-Funktion

Die in Kapitel 3 beschriebenen Methoden haben sich fiir exakte und se-
miklassische Berechnungen im System des gekickten Kreisels als iiberaus
effektiv erwiesen. Fiir weiterfiihrende Arbeiten in diesem System ist es
daher ratsam, sich dieser Methoden zu bedienen.

Aus diesem Grunde sollen in diesem Anhang die Algorithmen, die
zur Berechnung der Wignerschen d-Funktion und ihrer semiklassischen
Asymptotik verwendet wurden, in einer Pascal-&hnlichen Notation be-
schrieben werden.

Zur Verdeutlichung der Syntax werden reservierte Worter fett ge-
setzt, zu definierende Bezeichner kursiv. Zur besseren Lesbarkeit der
mathematischen Formeln erscheinen auferdem einbuchstabige Varia-
blen in mathematischer Kursivschrift. Kommentare erscheinen in Pascal-
Schreibweise (x ... *).

Folgende globale Definitionen werden in diesem Anhang verwendet:

Const
j = Drehimpulsquantenzahl = 1/F;
n = 2j + 1 = Dimension des Hilbertraums;
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Type
R-Matriz = array [—j..j,—j..j] of Real = reelle n x n-Matrix;

C.1 Exakte Berechnung der
Wignerschen d-Funktion

Die folgende Prozedur berechnet die Wignersche d-Matrix fiir gegebenes
j und B aus den Rekursionsformeln (3.17). Es wird zunéchst der Rand
der Matrix berechnet und anschliefend horizontal ins Innere der Matrix
vorgestofsen. Auf die Anwendung der Symmetrierelationen (3.16) wird
bewuft verzichtet, da diese kaum Gewinn an Einfachheit, Rechengenau-
igkeit oder Rechengeschwindigkeit mit sich bringen; stattdessen stehen
die Symmetrierelationen zur Kontrolle des Ergebnisses zur Verfiigung.

Bei der horizontalen Anwendung der Rekursionsformel verlafst die
Prozedur fiir 5 # /2 in der Ndhe von m’ = m = 0 den stabilen Zweig
der Rekursionsformel; in diesem Fall treten bei PC-Genauigkeit (20 Stel-
len) fiir j > 500 Rechenungenauigkeiten auf. Ahnliche Probleme existie-
ren fiir Werte von (8 sehr nahe bei 0, +7, +27, ... bereits fiir kleinere
j. Um diese zu umgehen, setze man die gesuchte Wignersche d-Matrix
durch Matrixmultiplikation aus y-Drehungen um +7/2 (Wignersche d-
Matrizen fiir 8 = £7/2) und z-Drehungen um beliebige Winkel (Diago-
nalmatrizen) zusammen.

Der Zugriff auf die Matrixelemente d,,,s ,, sollte {iber eine Funktion
erfolgen, da die Indices m’ und m auch Werte aufierhalb des zuléssigen
Bereichs annehmen kénnen. In diesem Fall ist der Wert Null fiir d,,/
einzusetzen.

Eingabe: Drehwinkel 3.
Ausgabe:  (Exakte) Wignersche d-Matrix.

Procedure Wigner-d-Matriz ( Var d: R-Matrix; 8: Real );

Var
m, ¢ Integer;
s, c: Real;
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Function f ( m: Real ): Real;

f
VG+m)-(G—m+1);

Procedure Rand-Rekursion ( m', m, o: Integer );

begin (* Rand-Rekursion x)
_(moen ~ tom! 1
dm’+a,m . ( dm',m f(am ) dm’—o,m) f(—am’) 5

S

end (x Rand-Rekursion *);

Procedure Innenleben ( m’: Integer );

Var
m, u: Integer;

begin (x Innenleben *)
w:=round (c-m' );
for m:= j downto p+ 1 do

c-m—m'
dm’,m—l = <5 : dm’,m - f(fm) : dm’,m+1 TN

for m:= —j tou—2do

dm’7m+1 = (

end (x Innenleben x);

c-m—m

S

. dm’7m - f(m) . dm’7m—1) :

begin (x Wigner-d-Matrix *)
c:= cos f3;
s:= sin ;
Cm:=round ( j-m);

dj ;= (608(5/2))2j .
d; ;= (sin(8/2))”

for m:= j downto ¢, do
Rand-Rekursion ( m, j, —1);
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for m:= j downto —c¢,, do
Rand-Rekursion ( m, —j, —1);

d-jyi= (sin(8/2)"
d_j ;= (cos(ﬂ/Q))QJ

for m:= —j toc,, —1do
Rand-Rekursion ( m, j, —1);
for m:= —j to —¢,, — 1 do

Rand-Rekursion ( m, —j, —1);
for m:= —j to j do
Innenleben ( m );
end (x Wigner-d-Matrix *);

C.2 WKB-Approximation

Die folgenden Funktionen berechnen ein Matrixelement der Wignerschen
d-Funktion approximativ nach dem WKB-Verfahren. Im Gegensatz zur
Berechnung des exakten Matrixelements werden hier die Symmetriere-
lationen (3.16) mit zur Berechnung herangezogen; Ergebniskontrolle er-
folgt durch Vergleich mit dem exakten Matrixelement.

Wenn in der Funktion WKB-verboten das Signum einmal innerhalb
und zweimal auflerhalb der Areafunktion steht, liegt das am gewahlten
Symmetriezweig der d-Funktion. Durch Wahl eines geeigneten anderen
Zweiges liefse sich eine symmetrischere Schreibweise erreichen.

Eingabe: Drehwinkel 3 (globale Variable), Indices m’, m.
Ausgabe: Semiklassisches Matrixelement df;l,’wnzKB

Var

5: Real,;
Function WKB-erlaubt ( m’, m: Integer; ¢: Real ): Real;
(* ¢ > 0 — im klassisch erlaubten Bereich )

Var
o, S, J%: Real;
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begin (x WKB-erlaubt x)
ifodd (j+m' 4+ m ) then

og:=—1
else
o:=1,;
J= G+ )%
S:=m’ - arccos ( m'cosf—m ) :
VIZ—m?-sinf)’

/_
S:S—m-arccos( m’ — mcos S );

VJ2 —m? . sinf
m’ - m — J?cos B 3
\/(J2 _m/z) . (Jz_mz)

S:—S—l—(j-i—%)-arccos( %;
WKB-erlaubt := o - y/2/(m/q) - cos S;
end (x WKB-erlaubt x);

Function WKB-verboten ( m', m: Integer; ¢: Real ): Real;
(* ¢ < 0 — im klassisch verbotenen Bereich x)

Var
o, S, J?: Real;

begin (x WKB-verboten x*)
if |m/| > |m| then
if odd (m’ — m) then
WKB-verboten := — WKB-verboten ( m, m’, q )
else
WKB-verboten := WKB-verboten ( m, m/, q )
else if m < —m/ cos 8 then
if odd (m’ — m) then
WKB-verboten := — WKB-verboten ( —m/, —m, ¢ )
else
WKB-verboten := WKB-verboten ( —m/, —m, ¢ )
else
begin
if (m' > jcosB ) and odd ( j —m ) then
o:=—1
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else

o:=1;
J?= (j+%)2§
S:=sgn(m' — jcos3)-m aCOSh( e >
- _ . - ar ;
g J VJZ = m’2 . sin 8
m’ — mcos 3
S:= S+ m-arcosh - ' |
m - arcos (sgn(m jcos f) \/W~sinﬂ)

S:= S —sgn(m’' — jcosB)
m'm — J? cos 3
-(j + %) - arcoth ()
? (U +3)v=a
WKB-verboten:= o - /1 /(m\/=q) - e~%;
end (x else *);
end (x WKB-verboten x);

Function WKB-Matrizelement ( m’, m: Integer ): Real;

Var
q: Real;

begin (+* WKB-Matrixelement *)
g=(G+3) sinﬁ)2 —m'? —m? + 2m’m cos B;
if ¢ > 0 then
WEKB-Matrixelement := WKB-erlaubt ( m/, m, ¢ )
else
WKB-Matrixelement := WKB-verboten ( m’, m, ¢ );
end (x+ WKB-Matrixelement x);

C.3 Airy-Approximation

Die Airy-Approximation der Wignerschen d-Funktion besitzt nur in der
Néhe eines klassischen Umkehrpunkts Giiltigkeit. Ein Aufruf der Funk-
tion mit ,falschen* Parameterwerten m’, m sollte eine Fehlerbedingung
auslosen — unten angedeutet durch die Zuweisung des speziellen Werts

»nicht berechenbar an den Funktionsriickgabewert.
Die Berechnung der Airy-Funktion Ai(x) erfolgt nach [26]; die hier-

fiir notwendigen Funktionen und Tabellen werden an dieser Stelle nicht

wiedergegeben.
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Eingabe:
Ausgabe:

Function Airy-Matrizelement (

Const
e = 10717

Var
o, J, q, x, m, a: Real;

begin (x Airy-Matrixelement %)
if |m/| > |m| then
if odd ( m' —m ) then
Airy-Matrixelement :
else
Airy-Matrixelement :
else if m > —m/ cos 3 then
if odd ( m' —m ) then
Airy-Matrixelement :
else
Airy-Matrixelement :
else
begin
if m’ > mcos 3 then

Semiklassisches Matrixelement

Drehwinkel 8 (globale Variable), Indices m’, m.

4 Airy
dm’ ,m

m’, m: Integer ): Real,

— Airy-Matrixelement ( m, m’ )

Airy-Matrixelement ( m, m’ )

— Airy-Matrixelement ( —m/, —m )

Airy-Matrixelement ( —m/, —m )

if m > m/cos 8 then
if odd (m+j ) then

o:=—1
else
c:=1
else if odd ( m' — m ) then
o:=—1
else
=1

else if m > m/ cos 3 then

oc:=1

else if odd ( m' + j ) then
o:=—1

else
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if (mcos 8)? + (Jsin 8)? —m? < 0 then
Airy-Matrixelement := nicht berechenbar

q:= ((_] + %) . sin,é’)2 —m'? —m? + 2m'mcos f3;
myg := mcos B + sgn (m' + j cos 3)
-/(mcos B)2 + (J sin B)2 — m?;
2 2 2\~3.
sin g (7% —mi)
a:=a-(mmy; — J%cosB);
if |a| < € then
z:=0
else
x:=sgn(m’ + jcosfB) - |al - (m' —my);

a =

2,2\ 1
Airy-Matrixelement := ov/2 (‘CE} . Jm) <Al (z);
q t

end (* else *);
end (x else *);
end (x Airy-Matrixelement x);

C.4 Gleichférmige Approximation
Eingabe: Drehwinkel 3 (globale Variable), Indices m/, m.
Ausgabe: Semiklassisches Matrixelement dfn,(’ﬂl
Function Gi-Matrizelement ( m’, m: Integer ): Real;
Var

J, J?, s, ¢, mi, m;, a, Si, Sa, S, S, x: Real;

o: Integer;

begin (x Gl-Matrixelement x*)

Ji=j+ 53
$:= sin 3;
c:= cos f3;
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if |m/| > |m| then
if odd ( m' — m ) then

Gl-Matrixelement := — Gl-Matrixelement ( m, m’ )

else
Gl-Matrixelement := Gl-Matrixelement ( m, m' )
else if m < 0 then
if odd ( m' — m ) then

Gl-Matrixelement := — Gl-Matrixelement ( —m/, —m )
else
Gl-Matrixelement := Gl-Matrixelement ( —m/', —m )
else
begin
o:=1

(* Klassische Umkehrpunkte )
my = VJ2—m2-s+m-¢
my = —VJ2—=m?2-s+m-q
if (m’ <m; )and (m; >m; ) then
begin
(* Klassisch erlaubter Bereich )
a:=VJI2s2 —m2 —m2+2m'm - ¢

J— /.
Sp:=m'- (W — arctan <mmc>>7
2 a
— / .
Sm. (ﬂ vetan (m+mc)>
2 a
7 T eta m'm—J? ¢
- = —arctan [ ————— ) |;
2 J-a ’

if m' <m-cthen
(* m/ ndher am linken Umkehrpunkt )
SZ: 51—52—53+J'7T

else
begin

Sg:

(* m' néher am rechten Umkehrpunkt )

if odd ( m —j ) then
o:=—1;
S:=-S1+8 +S53—m-m;
end (x else x);
Ti= —(%S)s;
end (x if *)
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else
begin
(* Klassisch verbotener Bereich x)

/
m—m'-c
Sy :=m' -arcosh | ——————|;
sV J? —m/?

S m- arcosh (lm—mC>
> s-VI2—m2)’

I . T2
S3:= J - arcosh [mim — J” - | ;
V(2 —m?) - (J2 —m2)

if m" > m - c then
begin
(* Klassisch verbotener Bereich, rechte Seite )
S:= 514+ 5, — 5s;
ifodd (m —j ) then
o= —1;
end (x if *)
else
(* Klassisch verbotener Bereich, linke Seite *)
S:= -85+ 5 — Ss;
x:i= (%S)g;
end (x else *);
Gl-Matrixelement := o - v/2

x
' <_J232 —m2 —m2+4+2m'm-c
end (x else *);
end (x Gl-Matrixelement x);

)i - Al (2);

C.5 Oszillator-Approximation

Die Oszillator-Approximation der Wignerschen d-Funktion besitzt nur
in der Nahe doppelter klassischer Umkehrpunkte Giiltigkeit. Wie be-
reits bei der Airy-Approximation in Abschnitt C.3, wird auch hier fiir
Jfalsche® Parameterwerte m/, m der spezielle Wert ,,nicht berechenbar®
zurlickgegeben.

Eingabe: Drehwinkel § (globale Variable), Indices m’, m.

Ausgabe: Semiklassisches Matrixelement dfngiz
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Function Osz-Matrizelement ( m’, m: Integer ): Real;

Const
nmax = 10;

Function H ( ng: Integer; z: Real ): Real;

Var
HO, Hl, HQZ Real;
n: Integer;

begin (x H x)
n:=0;
Hy:=1;
H15: Ho;
HQ:: 0,
while n < ng do
begin
inc(n) (xn:=n+1x)
Hy:=2x-Hy—2-(n—1)- Ho;

HQ = Hl;
Hy := Hy;
end (x while x*);
H:= Hy;
end (x H x);

Function ¢ ( n: Integer; x: Real ): Real;

Var
N,, E, H,: Real;

begin (x ¥ *
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begin (* Osz-Matrixelement
if |m/| > |m| then
if odd ( m' — m ) then
Osz-Matrixelement :
else
Osz-Matrixelement :
else if m < m’ cos 8 then
if odd ( m' — m ) then
Osz-Matrixelement := — Osz-Matrixelement ( —m/, m )
else
Osz-Matrixelement := Osz-Matrixelement ( —m/, m )
else if j — m < nmax then

*
~—

— Osz-Matrixelement ((m, m’ )

Osz-Matrixelement ( m, m’ )

_1
1

Osz-Matrixelement := ((j + 1) - sin® 3)

(j+ é)cosﬁ—m’

1/j+%sin[3
else

Osz-Matrixelement := nicht berechenbar;
end (x Osz-Matrixelement x);

w j_m7
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